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1. Αν 1 1( , )x   και  2 2( , )x   δφο ςθμεία του επιπζδου, τότε οι ςυντεταγμζνεσ του μζςου   του   είναι 

1 2

2
M

x x
x


  και 1 2

2
M

 



 .   

2. Η παραβολι 
2 2px   ζχει εςτία τθν ,0

2

p 
 
 

. 

3. Σε κάκε ζλλειψθ με εςτιακι απόςταςθ 2γ και ςτακερό άκροιςμα 2α ιςχφει ότι : β2 = γ2 - α2. 

4. Κάκε ευκεία του επιπζδου ζχει εξίςωςθ τθσ μορφισ 0x B     με 0  και 0 . 

5. Το εμβαδό ενόσ τριγϊνου ΑΒΓ δίνεται πάντοτε από τθ ςχζςθ
1

det ,
2

E
 



 
   

 
. 

            (Μονάδεσ 10) 

ΘΕΜΑ   3  

1. Να αποδείξετε ότι θ εφαπτομζνθ ε του κφκλου C  : x2 + y2 = ρ2  ςτο ςθμείο του A(x1,y1) ζχει εξίςωςθ  

  xx1 + yy1 = ρ2 .                     Μονάδεσ 10 

2. Τι ονομάηεται γραμμικόσ ςυνδυαςμόσ δφο διανυςμάτων   ,  
gd gd

.    Μονάδεσ 5  

3. Να χαρακτηρίςετε τισ  προτάςεισ που ακολουθοφν γράφοντασ ςτην κόλλα ςασ τη λζξη 

Σωστό  ή Λάθος  δίπλα ςτο γράμμα που αντιςτοιχεί ςε κάθε πρόταςη.  

α. Αν  det ( ,  )
gd gd
   είναι θ ορίηουςα των διανυςμάτων   ,  

gd gd
, τότε ιςχφει θ ιςοδυναμία:   

          //  
gd gd

   det ( ,  ) 1
gd gd
  . 

β. Αν   
gd gd

      και R  τότε οπωςδιποτε 
gd gd
  .  

γ. Για το εςωτερικό γινόμενο των 0 
gd d

 και v
d

 ιςχφει:    gd
gd d gd d

v v


   . 

δ. Η ευκεία με εξίςωςθ Α∙x + B∙y + Γ = 0, με 0   ɐ   0   ,  

είναι παράλλθλθ ςτο διάνυςμα ( ,  )  
gd
 . 

ε. Αν 2 2 4 0      θ εξίςωςθ 2 2x y A x B y 0        παριςτάνει  ζνα μόνο ςθμείο. 

Μονάδεσ 5x2=10 

ΘΕΜΑ   4  

Α. Δίνονται τα ςθμεία Α(x1 , ψ1)  και Β(x2 , ψ2)   Να αποδείξετε ότι οι ςυντεταγμζνεσ  x , ψ του μζςου Μ(x, ψ) 

     του ευκυγράμμου τμιματοσ  ΑΒ είναι: 
2

21 xx
x


   και  

2

21 



  .  (μονάδεσ 15)  
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Β. Να χαρακτθρίςετε τισ παρακάτω προτάςεισ ωσ Σωςτζσ ι Λανκαςμζνεσ , γράφοντασ ςτο  

     γραπτό ςασ τθ λζξθ Σωστό ι Λάθος δίπλα ςτο γράμμα που αντιςτοιχεί ςε κάκε πρόταςθ.  

     α) Αν 
dddd

  τότε 
dd

 . 

     β) Αν 
dddd
  τότε 

dd
  . 

     γ) Στθν παραβολι ψ2 = 2px θ εςτία είναι Ε(
2

p
 , 0 ) και θ διευκετοφςα  δ:

2

p
x   

     δ) Το διάνυςμα ),( 
d

 είναι παράλλθλο ςτθν ευκεία με εξίςωςθ  Αx+Bψ+ Γ = 0 

     ε)  Το εμβαδόν ενόσ τριγϊνου ΑΒΓ είναι:   










,det
2

1
AB        (μονάδεσ 5x2=10) 

ΘΕΜΑ   5Ο 

Α. Δίνονται τα  διάνυςμα   1 1,a x y
d

 ,  2 2,x y 
d

,  3 3,x y 
d

. Να αποδείξετε ότι     
ddddddd
  .                                                                          

( Μονάδεσ  9 ) 

Β. Τι ονομάηουμε  εςωτερικό γινόμενο δφο μθ μθδενικϊν διανυςμάτων  a
d

 και 
d

.                  ( Μονάδεσ  8)                                                                                 

Γ. Να χαρακτθρίςετε τισ προτάςεισ που ακολουκοφν , γράφοντασ ςτο τετράδιό ςασ       τθ λζξθ ΢ωςτό ι Λάθοσ 

δίπλα ςτο γράμμα που αντιςτοιχεί ςε κάκε πρόταςθ: 

 α. Για κάκε διάνυςμα a
d

 και 
d

 ιςχφει : 
dddd

       

β. Ζςτω a ɧ    
     

  LL . 

γ. Η εξίςωςθ 022  yxyx  παριςτάνει κφκλο αν ιςχφει   0422      

δ. Το διάνυςμα   ,
d

 είναι παράλλθλο ςτθν ευκεία    : 0,  0 0x y ɐ          

                                                                                                                ( Μονάδεσ  8) 
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ΘΕΜΑ    6ο 

Α. Πωσ ορίηεται το εςωτερικό γινόμενο δυο διανυςμάτων ♪ᴆ και ♫ᴆ ;        (μονάδεσ 9) 

Β. Δίνονται τα διανφςματα  ♪ᴆ= (● ,◐) και  ♫ᴆ=(●◐).Να εκφράςετε  (χωρίσ απόδειξθ)  το ςυν( ♪,ᴆ^  ♫ᴆ   ) 

ςυναρτιςει των ςυντεταγμζνων των διανυςμάτων  ♪ᴆ και ♫ᴆ.                       (μονάδεσ 8) 

Γ. Να χαρακτθρίςετε τισ προτάςεισ που ακολουκοφν γράφοντασ τθ λζξθ Σωςτό ι Λάκοσ δίπλα ςτο γράμμα που 

αντιςτοιχεί ςε κάκε πρόταςθ. 

α) Το εςωτερικό γινόμενο δυο διανυςμάτων είναι πάντα κετικόσ αρικμόσ. 

β) Η ευκεία με εξίςωςθ Αχ+Βy+Γ=0 είναι παράλλθλθ ςτο διάνυςμα ♯ᴆ =(Β,Α) 

γ) Η εξίςωςθ του μοναδιαίου κφκλου είναι   χ2 = 1 - y2 

δ) Οι  ευκείεσ  y= 


1
 χ ,  ≠0  και     y= 2 χ-1  είναι  κάκετεσ  για   = -1                (μονάδεσ 8) 

 

ΘΕΜΑ  7  

     Α.  Δίνονται τα διανφςματα     1 1 2 2, ,x y x y   
dd

.  Να δείξετε ότι  

          το εςωτερικό γινόμενό τουσ είναι ίςο με το άκροιςμα των γινομζνων των ομϊνυμων   

         ςυντεταγμζνων τουσ,  δθλαδι:    1 2 1 2x x y y     
dd

          Μονάδεσ 16 

     Β.   Να ςυμπλθρϊςετε τα παρακάτω κενά ϊςτε να προκφψουν αλθκείσ  προτάςεισ. 

     α.   Η εξίςωςθ  0x y     δεν παριςτάνει ευκεία όταν . . . . . . . . . . . .  

     β.   Αν  0  , τότε ο ςυντελεςτισ διεφκυνςθσ τθσ ευκείασ 0x y     

            είναι ίςοσ με . . . . . . . . . 

     γ.    Η ευκεία 0 0 0,x y ɐ       είναι παράλλθλθ προσ  

            το διάνυςμα . . . . . . . . . και κάκετθ προσ το διάνυςμα . . . . . . . . .  

Μονάδεσ 9 

 

ΘΕΜΑ   8  

Α1.Αν 
gd

=(x1 ,y1),  
gd

=(x2 ,y2) και 
d

=(x3 ,y3)  να  αποδείξετε  ότι:              
gd gd d gd gd gd d

.    

Μονάδεσ 10                                      

Α2.  Να χαρακτηρίςετε τισ προτάςεισ που ακολουθοφν, γράφοντασ ςτην κόλλα ςασ την λζξη Σωστό ή Λάθος 

δίπλα ςτο γράμμα που αντιςτοιχεί ςε κάθε πρόταςη. 
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1.Αν    

gd gd
 τότε       

gd gd gd gd
 .          

2.Κάκε  εξίςωςθ  τθσ  μορφισ  Αx+Βy+Γ=0  παριςτάνει ευκεία γραμμι. 

3.Η εφαπτομζνθ τθσ παραβολισ  y2=2px  ςτο ςθμείο τθσ  Μ1(x1,y1)  ζχει εξίςωςθ:   yy1=p(x+x1). 

4.Μια παραβολι με κορυφι το Ο(0,0) και διευκετοφςα 
2

p
y    ζχει άξονα ςυμμετρίασ τον xϋx. 

5.Δφο ελλείψεισ λζγονται όμοιεσ όταν ζχουν τισ ίδιεσ εςτίεσ.               Μονάδεσ 10                                         

Α3. Τι λζγεται ζλλειψθ με εςτίεσ τα ςθμεία Εϋ και Ε ενόσ επιπζδου;     Μονάδεσ 5                         

 

ΘΕΜΑ    9 

Α) Ζςτω Οχψ ζνα ςφςτθμα ςυντεταγμζνων ςτο επίπεδο και C ο κφκλοσ με κζντρο το ςθμείο Ο(0,0) και ακτίνα ρ. 

Να γράψετε τθν εξίςωςθ του κφκλου αυτοφ και να αποδείξετε γιατί είναι αυτι που γράψατε θ εξίςωςι του.  

   (Μονάδεσ 10) 

B) Να δϊςετε τον οριςμό του εςωτερικοφ γινομζνου δυο διανυςμάτων   a
d

 και 
gd

  (Μονάδεσ 5) 

Γ) Να χαρακτθρίςετε τα παρακάτω ςαν ςωςτό ι λάθοσ 

i) 
2 2

a a
d d

  ii) a a   
d dd d

  iii) a a   
d dd d

   iv) 0a a    
d dd d

 

όπου   a
d

 και 
gd

 δυο τυχαία διανφςματα του επιπζδου.    (Μονάδεσ 10) 

 

ΘΕΜΑ   10  

   Α. Να  αποδείξετε  ότι  θ  εξίςωςθ  του  κφκλου  με  κζντρο   0,0  και  ακτίνα  ρ, είναι  θ  2 2 2x y   .                                                                                                            

(12 μόρια) 

Β. Τι  ονομάηεται  εςωτερικό  γινόμενο  δφο  μθ  μθδενικϊν  διανυςμάτων ,   əŬɘ   
dd

;       (5 μόρια) 

Γ. Να χαρακτθρίςετε τισ προτάςεισ που ακολουκοφν με τθν  ζκφραςθ  «ςωςτό»  ι «λάκοσ». 

    α. Ιςχφει  
2 2 
d d

 . 

    β. Το  εμβαδό  του  τριγϊνου ΑΒΓ  δίνεται  από  τον  τφπο     
1

det ,
2

AB A  
gggd gggd

. 
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    γ. Αν   

dd
LM   τότε       

d dd d
. 

   δ. Το  διάνυςμα  ( , )   
d

  είναι  παράλλθλο  ςτθν  ευκεία  0x By    .        (8 μόρια) 

ΘΕΜΑ   11  

Α. Να γράψετε τον οριςμό του εςωτερικοφ γινομζνου δφο διανυςμάτων ‌ᴆ και ‍ᴆ . 

Β. Ζςτω ‌ᴆ και ‍ᴆδφο μθ μθδενικά διανφςματα. Να αντιςτοιχίςετε κάκε ςυνκικθ από τθ ςτιλθ Α με τθ ςωςτι 

ιδιότθτα από τθ ςτιλθ Β.  

1.                      ‌ᴆϽ‍ᴆ Α.                  ‌ᴆϽ‍ᴆ= 0 

2.                     ‌ᴆṶ‍ᴆ Β.             ‌ᴆϽ‍ᴆ= ȿ‌ᴆȿϽ‍ᴆ 

3.                    ‌ᴆU ᵁ‍ᴆ Γ.                       ‍ᴆϽ‌ᴆ 

4.                    ‌ᴆU ᵃ‍ᴆ Δ.              ‌ᴆϽ‍ᴆ= ȿ‌ᴆȿϽ‍ᴆ 

5.                 ‌,ᴆ‍ᴆ= 600  Ε.              2Ͻ‌ᴆϽ‍ᴆ= ȿ‌ᴆȿϽ‍ᴆ 

 

Μεταφζρετε ςτθν κόλλα αναφοράσ τον παρακάτω πίνακα ςυμπλθρωμζνο. 

        1.          2.          3.          4.           5. 

     

 

Γ. Να χαρακτθρίςετε κακεμία από τισ παρακάτω προτάςεισ ωσ ςωςτι (Σ) ι λάκοσ (Λ). 

1. Αν a uP
dd

 , τότε t uP
dd

                                                  

2. Συντελεςτισ διεφκυνςθσ μιασ ευκείασ (ε) είναι θ εφαπτομζνθ τθσ γωνίασ που ςχθματίηει θ ευκεία (ε) με τον 

άξονα ὼᴂὼ.                        

3. Η εξίςωςθ  2 2 2( ) ( )o ox x y y ¦@ > @ P με y¦á  είναι πάντοτε εξίςωςθ κφκλου.                                                                                                

4. Η εξίςωςθ ὼ2 ώ2 = 1  παριςτάνει ιςοςκελι υπερβολι.       

5. Τα ςθμεία ( , )M x y με  x u§©¢¥P , y t{¡¥P  με n <0,2¥ ¤á  , ανικουν ςτθν ζλλειψθ 

  ὅ: 
ὼ2

‍2 +
ώ2

‌2 = 1 .                                                                                                      Μονάδεσ 5+10+10 
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ΘΕΜΑ 12 

Α) Αν αᴆ = (x1 , y1) και βᴆ = (x2 , y2) αποδείξτε ότι ‌ᴆ  ‍ᴆ ė λ1 λ2 = 1, όπου λ1 και λ2  

     είναι οι ςυντελεςτζσ διεφκυνςθσ των α,ᴆβᴆ εφόςον αυτά δεν είναι παράλλθλα ςτον  άξονα yϋy.                                                                                             

*Μονάδεσ 10+  

Β) Να χαρακτθρίςετε τισ προτάςεισ που ακολουκοφν γράφοντασ ςτθν κόλλα ςασ τθν  

     λζξθ Σωςτό ι Λάκοσ δίπλα ςτο γράμμα που αντιςτοιχεί ςε κάκε πρόταςθ 

    α) Αν αᴆ , βᴆ ομόρροπα διανφςματα τότε ‌ᴆ Ͻ ‍ᴆ = ȿ‌ᴆȿ Ͻ‍ᴆ 

    β) Η ευκεία με εξίςωςθ Αx +By + Γ= 0 είναι παράλλθλθ ςτο διάνυςμα δᴆ = ( Β,Α) 

    γ) Mία ευκεία  που διζρχεται από το ςθμείο Α(x0,y0) και είναι παράλλθλθ ςτον xϋx  ζχει εξίςωςθ y = y0. 

   δ) Η παραβολι με εξίςωςθ y2 = 2px ζχει εςτία Ε(
 p

  2
 , 0) 

   ε) Η εξίςωςθ τθσ ζλλειψθσ με εςτίεσ Εϋ( γ,0) και Ε(γ,0) και μικοσ μεγάλου άξονα   2α >2γ  είναι   

       
2 2

2 2
1

x y

au
@ P με β2 = α2 γ2                                                                                                                *Μονάδεσ 10+  

Γ) Να δϊςετε τον οριςμό τθσ ζλλειψθσ με εςτίεσ τα ςτακερά ςθμεία Εϋ  και Ε του επιπζδου.     *Μονάδεσ 5+  

 

Θ Ε Μ Α   13 

Α.  Δϊςετε τον οριςμό του εςωτερικοφ γινομζνου δφο μθ μθδενικϊν διανυςμάτων , 
dd

 

      (Μονάδεσ 05)  

  Β.  Αν 1 1( , )x ytP
d

  και 2 2( , )x yuP
d

  είναι δφο μθ μθδενικά διανφςματα του επιπζδου 

        που ςχθματίηουν γωνία  ,  να αποδείξετε ότι:  
1 2 1 2

2 2 2 2

1 1 2 2

x x y y

x y x y
§©¢¥

>
P

> ê >

.  

     (Μονάδεσ 12)  

Γ.  Να χαρακτηρίςετε τισ προτάςεισ που ακολουθοφν γράφοντασ ςτη κόλλα ςασ τη    

   λζξη  Σωστό  ή  Λάθος δίπλα ςτο γράμμα που αντιςτοιχεί ςε κάθε πρόταςη.    

      α.   Αν  
dd

 τότεt u t uê P@ ê
d dd d

  

      β.   Το διάνυςμα ( , )B AwP @
d

 είναι παράλλθλο ςτθν ευκεία : Ax Byx Z PC> > .  

     γ.   Η εφαπτομζνθ του κφκλου 
2 2 2

x y ¦> P   ςτο ςθμείο του 
1 1( , )A x y  ζχει    

      εξίςωςθ  
2

1 1xy x y ¦> P  

. δ .  Για τα διανφςματα 
d

  και 
d

 ιςχφει : Αν  0t uê P

d gd
 τότε  0tP
d

  ι  0uP
gd

. (Μονάδεσ 4Χ1=4)  
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ΘΕΜΑ   14  

ȷ1.  ȹɑɜɞɜŰŬɘ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ  ȷ(x1,ɣ1)  əŬɘ  ȸ(x2,ɣ2).  ɁŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ  x, ɣ  Űɞɡ ɛɏůɞɡ  

ɀ(x,ɣ)  Űɞ ŮɡɗɡɔɟɎɛɛɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ  ȷȸ  ŮɑɜŬɘ:  1 2

2

x x
x

>
P    əŬɘ: 1 2

2

­ ­
­

>
P                  ɀɞɜɎŭŮɠ  10 

 

ȷ2.  Ʉɞɘɧɠ Űɨˊɞɠ ŮəűɟɎɕŮɘ Űɖɜ ŬˊɧůŰŬůɖ  d(M0,Ů)  Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ  ɀ0(x0,ɣ0)  Ŭˊɧ Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ  

       Ů: ȷx + Bɣ + ũ = 0;   ɀɞɜɎŭŮɠ  5 

 

ȷ3.  ɁŬ ɢŬɟŬəŰɖɟɑůŮŰŮ Űɘɠ ˊɟɞŰɎůŮɘɠ ˊɞɡ Ŭəɞɚɞɡɗɞɨɜ, ɔɟɎűɞɜŰŬɠ ůŰɖɜ əɧɚɚŬ ůŬɠ Űɖɜ ɚɏɝɖ ɆɤůŰɧ ɐ 

ȿɎɗɞɠ. 

        (i).    ȽůɢɨŮɘ:   
2 2
t tP
d d

                                                          

        (ii).   Aɜ   t   uê P ê

d gd
  əŬɘ R á  ŰɧŰŮ ɞˊɤůŭɐˊɞŰŮ: t uP

d gd
 

      (iii).   ȼ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖɠ Űɞɡ əɨəɚɞɡ  x
2
 + y

2
 = ɟ

2
  ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ  ȷ(x1,ɣ1)  ŮɑɜŬɘ:   

                 xx1 + yy1 + ɟ
2
 = 0 

        (iv).  ȾɎɗŮ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ  ȷx + By + ũ = 0  ˊŬɟɘůŰɎɜŮɘ ŮɡɗŮɑŬ ɔɟŬɛɛɐ 

        (v).   ɇɞ ůɖɛŮɑɞ  (1,-1)  ŬɜɐəŮɘ ůŰɞɜ əɨəɚɞ:  x
2
 + y

2
 = 1                                            ɀɞɜɎŭŮɠ  10 

 
 

ΘΕΜΑ  15  

ȷ1.    ɁŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ  Űɞɡ əɨəɚɞɡ ɛŮ əɏɜŰɟɞ Ƀ(0,0) əŬɘ ŬəŰɑɜŬ  ɟ  ŮɑɜŬɘ  ɖ   2 2 2:C x y ¦> P  

ɀɞɜɎŭŮɠ 7 

ȷ2.   Να  χαρακτθρίςετε  τισ  παρακάτω  προτάςεισ,  γράφοντασ  τθ  λζξθ  ΄΄΢ωςτό΄΄ ι ΄΄Λάθοσ΄΄,  δίπλα  ςτο  

γράμμα  που αντιςτοιχεί  ςε κάκε  πρόταςθ. 

         α.  Αν 0UÌ  τότε ο ςυντελεςτισ διεφκυνςθσ τθσ ευκείασ  0x yT >U >ZPείναι: .
T
@
U

  

         β.  Αν 2 2 0T >U @ZQ, τότε θ εξίςωςθ  2 2 0x y x y> >T >U >ZPπαριςτάνει κφκλο. 

         γ.  Ο άξονασ 'y y  είναι άξονασ ςυμμετρίασ τθσ παραβολισ: 2 2y pxP  . 

         δ.  Το εμβαδό τριγϊνου ΑΒΓ είναι ίςο με: ; < ; <
1

det , .
2

TUZ P TU TZ

ggd ggd

                                                 
Μονάδες 10                                               

Α3.   Στθ ςτήλη Α  δίνονται  οι  εξιςϊςεισ  κωνικϊν  τομϊν  και  ςτθ  ςτήλη Β οι εξιςϊςεισ των εφαπτομζνων  των 

αντίςτοιχων  κωνικϊν  τομϊν,  ςτο ςθμείο  επαφισ  (x1,y1).         

         Να αντιςτοιχίςετε κάκε  γράμμα τθσ  ςτήλησ  Α  ςτο ςωςτό  αρικμό τθσ  ςτήλησ Β. 

 

Στήλη  Α Στήλη  Β 

      Ŭ .                2 2 2x y ¦> P  1.              1 1

2 2
1

xx yy

t u
> P  

      ɓ.                 
2 2y pxP        2.              1 1

2 2
1

xx yy

t u
@ P 

      ɔ.                 
2 2

2 2
1

x y

t u
> P       3.              2

1 1x x y y ¦> P  
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     ŭ.                

2 2

2 2
1

x y

t u
@ P       4.               ; <1 1yy p x xP >  

 

ɀɞɜɎŭŮɠ 8 
 

ΘΕΜΑ   16 

1. Να αποδείξετε ότι θ εφαπτομζνθ  του κφκλου C: χ2 + ψ2 = ρ2  ςε ζνα ςθμείο του Α(χ1,ψ1) είναι  θ  ευκεία  

  ε:χχ1+ψψ1 = ρ2 .     (Μον. 10) 

2. Να γράψετε τον οριςμό του εςωτερικοφ γινομζνου δφο μθ μθδενικϊν  διανυςμάτων.              (Μον. 5) 

3. Να χαρακτθρίςετε τισ προτάςεισ που ακολουκοφν γράφοντασ ςτθν κόλλα ςασ τθν λζξθ ΢ωςτό ι Λάθοσ δίπλα ςτο 

γράμμα που αντιςτοιχεί ςε κάκε πρόταςθ. 

α) Η ευκεία με εξίςωςθ Αχ+Βψ+Γ=0 με ΑÌ 0 ι ΒÌ 0 είναι κάκετθ ςτο διάνυςμα  n
d

=(Β,-Α). 

β) Η εξίςωςθ χ2 + ψ2 +Αχ+Βψ+Γ= 0 παριςτάνει κφκλο αν ιςχφει   Α2 + Β2 +4Γ > 0 . 

γ) Αν a
d

, 
gd

 είναι δφο διανφςματα με 
gd
Ì 0, τότε a

d
// 
gd

 î  a
d

=λ 
gd

,  λáR. 

δ) Η εξίςωςθ τθσ κατακόρυφθσ ευκείασ που διζρχεται από το ςθμείο   Α(χ0,ψ0)  είναι θ χ = χ0 . 

ε) Αν a
d

=(χ1,ψ1) και 
gd

=(χ2,ψ2) δφο διανφςματα του καρτεςιανοφ επιπζδου  Οχψ τότε ιςχφει:  

a
d
Y 
gd

= χ1ψ1+χ2ψ2 .                                (Μον. 52=10) 

ΘΕΜΑ   17 

Α1.  Να αποδείξετε ότι ο κφκλοσ με κζντρο το ςθμείο  Ο(0,0) και ακτίνα ρ ζχει εξίςωςθ           ὼ2 + ώ2 = ”2                                                                                                   

( Μονάδεσ   10 ) 

Α2.  Να δϊςετε τον οριςμό τθσ παραβολισ.                                                  ( Μονάδεσ     5 )  

Α3.  Να χαρακτθρίςετε τισ  προτάςεισ  που ακολουκοφν,   γράφοντασ ςτθν κόλα ςασ δίπλα ςτο γράμμα που 

αντιςτοιχεί ςε κάκε πρόταςθ τθ λζξθ  ΢ωςτό,  αν  θ πρόταςθ είναι ςωςτι , ι  Λάθοσ,  αν  θ πρόταςθ είναι 

λανκαςμζνθ.  

α) Αν Α(ὼ1,ώ1)  και Β(ὼ2,ώ2)   τότε  (ΑΒ) = (ὼ2 ὼ1)2 + (ώ2 ώ1)2                                         

β) Αν ‌ᴆ= (ὼ1,ώ1)  και  ‍ᴆ= (ὼ2,ώ2)   τότε  ‌ ᴆ  ‍ ᴆ=  ὼ1ώ1 +  ὼ2ώ2                                                                    

γ) Η απόςταςθ του ςθμείου ( , )o ox y` από τθ  ευκεία  ε:  Αx+Βy+Γ=0  δίνετε  από τον τφπο  

2 2
( , )

o oAx By
d M x

> >Z
P

T >U

     

δ) Η εξίςωςθ   (ὼ+ ὼ0)2+ (ώ+ ώ0)2 = ”2   παριςτάνει κφκλο με κζντρο το ςθμείο  ( , )o ox y^ και ακτίνα  ρ .      

ε) Οι αςφμπτωτεσ τθσ υπερβολισ: 
2 2

2 2
1

x y

a u
@ P είναι οι ευκείεσ: y x

u

t
P και  y x

u

t
P@    (Μονάδεσ  5x2=10 )                   
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Α ΢ Κ Η ΢ Ε Ι ΢ 

ΔΙΑΝΤ΢ΜΑΣΑ 

ΘΕΜΑ 1Ο 

Δίνονται τα διανφςματα a
d

=(8,λ) και 
gd

=(-λ,-2). 

Α) Να βρείτε τθν τιμι του λ ϊςτε  
dd
C                               (Μονάδεσ 7) 

Β) Να βρείτε τθν τιμι του λ ϊςτε τα 
d

, 
gd

 να είναι ομόρροπα     (Μονάδεσ 10)   

Γ) Να βρείτε τθν τιμι του λ ϊςτε  
dd

 ;                              (Μονάδεσ 8)   

ΘΕΜΑ  2Ο  

Δίνονται τα διανφςματα: a
d

(2+κ , 4) και 
d

(5 , κ+11),  κ <.    

    α) Για   κ= 1 να βρείτε το εςωτερικό γινόμενο   
dd

                                                                (μονάδεσ 8)   

    β) Για   κ =1 να βρείτε το 








 


dd

, .                                                                                            (μονάδεσ 9)  

    γ) Να βρείτε τθν τιμι του πραγματικοφ αρικμοφ  κ <για τθν οποία είναι a
d


d

.       (μονάδεσ 8) 

ΘΕΜΑ 3Ο  

Δίνονται τα διανφςματα  (1,2)a 
d

  και   ( 3,4)  
d

 

Β1. Να βρείτε το διάνυςμα   3 2a  
dd d

                            (μον.5) 

Β2. Να βρείτε το μζτρο του διανφςματοσ  a 
dd

              (μον.6) 

Β3. Να υπολογίςετε το εςωτερικό γινόμενο  a 
dd

           (μον.6) 

Β4. Να γράψετε το διάνυςμα  (5, 2)u  
d

 ωσ γραμμικό ςυνδυαςμό των διανυςμάτων  a
d

  και  
d

                                              

 

ΘΕΜΑ 4Ο  

Δίνονται τα διανφςματα ╪ᴆ  = (1,2) και ♫ᴆ = (2,3).  
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Α. Να βρείτε το μζτρο του διανφςματοσ  ♬ᴆ  = 5╪ᴆ   − 3♫ᴆ  .                      (μονάδεσ 8) 

Β. Να βρείτε το εςωτερικό γινόμενο   ╪ᴆ Ͻ ♬ᴆ                                               (μονάδεσ 8) 

Γ. Να βρείτε τον αρικμό kЄIR , ϊςτε το διάνυςμα  ◊ᴆ = (k2 − k, k)  να είναι κάκετο  ςτο   ╪ᴆ .  (μονάδεσ 9) 

 

ΘΕΜΑ  5Ο  

     Δίνονται  τα  ςθμεία  Α(-4,-3)  ,Β(2,1)  και  Γ(5,3). 

    α. να  βρείτε  τισ  ςυντεταγμζνεσ  των  διανυςμάτων  
gggd

  και  
gggd

 και  να  αποδείξετε  ότι  τα   

         ςθμεία  Α ,Β και Γ  είναι  ςυνευκειακά.                                                                       (9 μόρια) 

   β. να  βρείτε  τισ  ςυντεταγμζνεσ  του  μζςου  του  ΑB.                                                   (5 μόρια) 

   γ. να  βρείτε  το  μζτρο  του διανφςματοσ  
gggd

.                                                               (4 μόρια)     

   δ. αν   2, 3  
d

 , να  αποδείξετε  ότι    
gggdd

.                                                             (7 μόρια) 

 

ΘΕΜΑ 6Ο  

Θεωροφμε τα διανφςματα Ŭ=(1,1)


 , ɓ=(-6,0)


 και ɔ=əŬ+ɓ
  

 , ə R . 

Β1.   Να αποδείξετε ότι τα | Ŭ|= 2


 και Ŭ ɓ 6
 

   .                                   Μονάδεσ 6 

Β2.   Αν   Ŭ ɔ
 

  τότε: 

i. Να αποδείξετε ότι ə=3 .                                                              Μονάδεσ 6 

ii. Να υπολογίςετε το | ɔ|


 .                                                               Μονάδεσ 6 

iii. Να υπολογίςετε τθ γωνία (ɓ,ɔ)
 

 .                                             Μονάδεσ 7 
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ΘΕΜΑ 7Ο   

Δίνονται τα μθ μθδενικά διανφςματα 
gd

 και 
gd

 και το κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓΔ με 

2   
gggd gd gd

 ,  2   
gggd gd gd

,  3   
gggd gd gd

.  

1. Να αποδείξετε ότι το ΑΒΓΔ είναι παραλλθλόγραμμο.    Μονάδεσ 6  

2. Αν το ΑΒΓΔ είναι ρόμβοσ και 1  
gd gd

 τότε : 

α) Να αποδείξετε ότι τα 
gd

, 
gd

 είναι κάκετα μεταξφ τουσ.  

β) Να βρεκεί το μικοσ τθσ πλευράσ του ρόμβου. 

γ) Να βρεκεί το είδοσ τθσ γωνίασ ¬ .    Μονάδεσ 7+6+6=19 

 

ΘΕΜΑ 8Ο   

 

Δίνεται το τρίγωνο ΑΒΓ με κορυφζσ τα ςθμεία Α(0,3),Β( -9,0) και Γ(γ,0) όπου γᶰὙ με γ>0.  

Aν ιςχφει: 3  
gggd gggd

 ,  τότε:  

Β1.Να υπολογίςετε τθν τιμι του γ.                                                        Μονάδεσ 9  

Β2.Αν Δ(κ,λ)  και  Ε(μ,ν)  είναι δφο ςθμεία του επιπζδου για τα οποία ιςχφει 3  
gggd gggd

 και 

2  
gggd gggd

 να υπολογίςετε τισ ςυντεταγμζνεσ των ςθμείων Δ και Ε .      Μονάδεσ 9                                                  

Β3.Να αποδείξετε ότι 
gggd gggd

.                                                               Μονάδεσ 7                                          

                                                    

ΘΕΜΑ  9Ο  

Αν 2a 
d

 και  2 2 
d

 και , 45 
 

 
 

 .  

i) Να βρείτε το εςωτερικό γινόμενο των διανυςμάτων a
d

 και 
d

.                          ( Μονάδεσ  9) 

ii) Να βρείτε το μζτρο του διανφςματοσ   
dd

.                                                        ( Μονάδεσ  7) 

iii) Να βρείτε  τθ γωνία  ,  
 

 
 

d dd
των διανυςμάτων  

dd
 και                            ( Μονάδεσ  9) 
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ΘΕΜΑ 10 

Δίνεται το τρίγωνο ΑΒΓ με κορυφζσ τα ςθμεία Α(0,3),Β(-9,0) και Γ(γ, 0) όπου γᶰὙ με γ>0.  

Aν ιςχφει: 3  
gggd gggd

 ,  τότε: 

Β1.Να υπολογίςετε τθν τιμι του γ.                                                          Μονάδεσ 9  

Β2.Αν Δ(κ,λ) και Ε(μ,ν) είναι δφο ςθμεία του επιπζδου για τα οποία ιςχφει 3  
gggd gggd

 

και 2  
gggd gggd

 να υπολογίςετε τισ ςυντεταγμζνεσ των ςθμείων Δ και Ε. Μονάδεσ 9                                                  

Β3.Να αποδείξετε ότι 
gggd gggd

.                                                                 Μονάδεσ 7                                          

                                                    

ΘΕΜΑ  11 

Δίνονται τα διανφςματα   
d

=(1,-5)   
d

=(-3,2)   
d

=(-2,-2)                                       

1) να βρείτε  το  2
d

-3
d

    2) να εξετάςετε αν 
d

 // 
d

 ,     3) να βρείτε το είδοσ τθσ γωνίασ των 
d

 , 
d

 

4) να γράψετε το 
d

 ςαν γραμμικό ςυνδυαςμό των 
d

  , 
d

  ,     5) να βρείτε το 
d

.
d

    

6) να βρείτε τα  , 
dd

       7) να βρείτε τθ γωνία των  
d

 ,  
d

    8)  να βρείτε το 
d

(
d

-2
d

) +
d

2 

9) να βρείτε τθν προβολι του 
d

 πάνω ςτο  
d

    10) να βρείτε τθ γωνία που ςχθματίηει το γ με τον χϋχ 

 

ΘΕΜΑ  12 

Δίνονται τα διανφςματα   
d

 ,  
d

  με 2, 1    
dd

 ,  και 
d

+3
d

-4
d

= 0
d

 

i) να βρείτε το 
d

.
d

        ii) αν 2 3u a  
dd d

 , να βρείτε το u
d

 

ΘΕΜΑ    13 

Ζςτω τα ςθμεία Α(-1.2) και  Β(1,2) και i , j
d d

 τα μοναδιαία διανφςματα ςε ορκοκανονικό ςφςτθμα χΟψ.. 

1. Να αποδείξετε ότι  τα ςθμεία  Α, Ο, Β   είναι ςυνευκειακά  

2. Να γράψετε ςαν ςυνάρτθςθ των i , j
d d

 το AB
gggd

   

3.  Να βρείτε ζνα ςθμείο Γ ςτον χϋχ  ϊςτε : ĔAB = 90ο 

4. Να υπολογίςετε τθ γωνία  Ĕ                
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Ε Τ Θ Ε Ι Ε ΢ 

ΘΕΜΑ  1Ο  

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με κορυφζσ τα ςθμεία:    Α(2 , 3),  Β(-2 , 5) και Γ(-4 , -3)                      

    α) Να βρείτε τθν εξίςωςθ του φψουσ  ΒΕ.   (μονάδεσ 8) 

    β) Να βρείτε τισ ςυντεταγμζνεσ του ςθμείου  E.                                                                           (μονάδεσ 9)   

    γ) Να υπολογίςετε το εμβαδόν του τριγϊνου  BEΓ.                                               (μονάδεσ 8) 

 

ΘΕΜΑ 2Ο  

Θεωροφμε τα ςθμεία ȷ(1,2) , (5,5)  και (7,3)  του επιπζδου. 

Γ1.  Να αποδείξετε ότι τα ȷ ,   και    δεν  είναι ςυνευκειακά και να υπολογίςετε το εμβαδόν του 

τριγϊνου ȷ .                                                                                                            Μονάδεσ 6 

Γ2.   Να προςδιορίςετε τθ γωνία που ςχθματίηει το διάνυςμα  


  με τον άξονα x x .    Μονάδεσ 6 

Γ3.  Να προςδιορίςετε ςθμείο   του επιπζδου ϊςτε το τετράπλευρο ȷ  να είναι 

παραλλθλόγραμμο .                                                                                                         Μονάδεσ 5 

Γ4.   Αν (11,6)  τότε να υπολογίςετε  τθν απόςταςθ του ςθμείου   από τθν ευκεία  .                                                                                             

Μονάδεσ 8 

 

ΘΕΜΑ 3Ο  

Δίνονται τα ςθμεία Α(0,2) και Β(8, -4). Ευκεία κάκετθ ςτθν ΑΒ ςτο Α, τζμνει τθν ευκεία ε: y = 2x – 2 ςτο 

ςθμείο Γ.  

B1. Να βρείτε το μικοσ του τμιματοσ ΑΒ και τισ εξιςϊςεισ των ευκειϊν ΑΒ και ΑΓ.      

                                                                                             (Μονάδεσ 10) 

Β2. Να δείξετε ότι το ςθμείο Γ ζχει ςυντεταγμζνεσ (6, 10) και ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ιςοςκελζσ.  

                     (Μονάδεσ 8) 

Β3. Να υπολογιςκεί το εμβαδόν του τριγϊνου ΑΒΓ  και να βρεκεί θ  εξίςωςθ τθσ διαμζςου του από τθν 

κορυφι Α.       (Μονάδεσ 7) 
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ΘΕΜΑ 4Ο   

Δίνονται τα ςθμεία Α(1, 2), Β(3, 4) και Γ(-4, 7). 

1. Να αποδείξετε ότι τα ςθμεία Α, Β και Γ αποτελοφν κορυφζσ τριγϊνου. Μονάδεσ 6  

2. Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορκογϊνιο.                     Μονάδεσ 6  

3. Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ πλευράσ ΒΓ.                                      Μονάδεσ 6  

4. Να βρείτε το ςυμμετρικό του ςθμείου Β ωσ προσ τθν ευκεία ΑΓ. 

 

ΘΕΜΑ  5Ο  

∆ίνονται τα ςθμεία Α(0, 0), Β(6, 0) και Γ(4, 3) του καρτεςιανοφ επιπζδου 

    i) Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ πλευράσ ΒΓ του τριγϊνου ΑΒΓ που  ςχθματίηεται  από τα παραπάνω 

ςθμεία Α,Β,Γ .                                                                       (Μονάδεσ  6)  

    ii)  Να βρεκεί θ εξίςωςθ τθσ διαμζςου του τριγϊνου ΑΒΓ που άγεται από  τθν   κορυφι  Γ.  

                                                                                                 ( Μονάδεσ  6) 

iv) Να βρεκεί θ απόςταςθ τθσ κορυφισ Α του τριγϊνου ΑΒΓ από τθν πλευρά του ΒΓ  

                                                                              ( Μονάδεσ 6 ) 

   iv)  Να υπολογίςετε το εμβαδό του τριγϊνου ΑΒΓ.       ( Μονάδεσ  7) 

 

ΘΕΜΑ 6Ο   

Θεωροφμε δφο ςθμεία τα Β( -3,7) και Γ(3,1) και τισ ευκείεσ ε 1:3x – y + 2 = 0  

   ε2 :2x + y – 7 = 0  που τζμνονται ςτο  ςθμείο Α. Να βρείτε:  

Γ1.  Τον  ςυντελεςτι διεφκυνςθσ  τθσ  ευκείασ  ΒΓ,  τθν  γωνία  που  ςχθματίηει  θ  ΒΓ  

με  τον  άξονα  xϋx  και  τθν  εξίςωςθ  τθσ  ΒΓ.             Μονάδεσ 9  

Γ2.Τισ ςυντεταγμζνεσ του  Α.                                        Μονάδεσ 7                                                                              

Γ3.  Τθν  εξίςωςθ  τθσ  διαμζςου  ΑΜ  του  τριγϊνου  ΑΒΓ  και  τθν  γωνία  των  ευκειϊν  

ΑΜ  και  ΒΓ.                                                                  Μονάδεσ 9                                                                         

           

ΘΕΜΑ  7Ο  

 Θεωροφμε ευκεία    θ οποία τζμνει τουσ άξονεσ  ' 'x x y y       ςτα ςθμεία   

   2,0 0, 3     αντίςτοιχα. 
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       Α.     Να δείξετε ότι θ εξίςωςθ τθσ ευκείασ   είναι θ:   1
2 3

x y
                             Μονάδεσ  8 

       Β.     Να βρείτε το εμβαδόν του τριγϊνου που ςχθματίηει θ ευκεία    με  τουσ άξονεσ  

                ' 'x x y y .                                                                                                   Μονάδεσ  7 

        Γ.     Να βρεκοφν οι ςυντεταγμζνεσ του ςθμείου Δ τθσ ευκείασ   που   απζχει τθν ελάχιςτθ 

               απόςταςθ από τθν αρχι των αξόνων  Ο(0,0).                                                          Μονάδεσ  10 

 

ΘΕΜΑ  8Ο  

Δίνεται θ εξίςωςθ   (κ-2)χ + (κ+1)ψ +κ = 0 

Α) Να βρείτε τισ τιμζσ του κ ϊςτε να παριςτάνει ευκεία                                                   (Μονάδεσ 9)  

Β) Να βρείτε τθν τιμι του κ ϊςτε θ ευκεία αυτι κα είναι παράλλθλθ ςτον ψϋψ           (Μονάδεσ 8) 

Γ) Να βρείτε τθν τιμι του κ ϊςτε αυτι θ ευκεία να διζρχεται από τθν αρχι των αξόνων (Μονάδεσ 8) 

 

ΘΕΜΑ 9Ο  

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με κορυφζσ τα ςθμεία  Α(-1,0) , Β(3,2) και Γ(-3,4) 

Δ1. Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ διαμζςου ΑΜ              (μον.6) 

Δ2. Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ ευκείασ ΒΓ( 1 )             (μον.6) 

Δ3. Να βρείτε τθν ευκεία ( 2 ) που είναι παράλλθλθ ςτθν ευκεία ΒΓ και διζρχεται από το ςθμείο Α                                    

(μον.6) 

Δ4. Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ  μεςοπαράλλθλθσ ευκείασ  των ευκειϊν  1 2,                      (μον.7) 

ΘΕΜΑ   10Ο  

Δίνεται   θ  εξίςωςθ     3 1 2 2 7 5 0x a y a        (1).  

   α. να  δείξετε  ότι  θ  εξίςωςθ  (1) παριςτάνει  ευκεία  για  κάκε y.                          (5 μόρια)          
  
 

   β. να  δείξετε  ότι  όλεσ  οι  ευκείεσ  που  ορίηονται  από  τθν εξίςωςθ  (1) , διζρχονται  από  το    

      ίδιο  ςθμείο  Α.                                                                                                                                (7 μόρια) 
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γ. για  0   ,να  βρείτε  τθν  εξίςωςθ  τθσ  ευκείασ  που  είναι  κάκετθ  ςτθν  (1)  ςτο  ςθμείο  Α.                   

                                                                                                                                    (7 μόρια) 

     δ. Να  βρείτε  τθν  γωνία  ω  που  ςχθματίηει  με  τον  άξονα  χϋχ  θ  ευκεία   (1)   για  
1

3
        

      και  για  1  .                                                                                                                                 

 

ΘΕΜΑ   11Ο  

Δίνονται τα ςθμεία Α(0,2) και Β(8, -4). Ευκεία κάκετθ ςτθν ΑΒ ςτο Α, τζμνει τθν ευκεία ε: y = 2x – 2 ςτο 

ςθμείο Γ.  

B1. Να βρείτε το μικοσ του τμιματοσ ΑΒ και τισ εξιςϊςεισ των ευκειϊν ΑΒ και ΑΓ.       (Μονάδεσ 10) 

Β2. Να δείξετε ότι το ςθμείο Γ ζχει ςυντεταγμζνεσ (6, 10) και ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ιςοςκελζσ.  

                     (Μονάδεσ 8) 

Β3. Να υπολογιςκεί το εμβαδόν του τριγϊνου ΑΒΓ  και να βρεκεί θ  εξίςωςθ τθσ διαμζςου του από τθν 

κορυφι Α.       (Μονάδεσ 7) 

 

      

ΘΕΜΑ   12Ο  

Θεωροφμε δφο ςθμεία τα Β(-3,7) και Γ(3,1) και τισ ευκείεσ ε 1:3x – y + 2 = 0  

                          ε2:2x + y – 7 = 0   

που τζμνονται ςτο  ςθμείο Α. Να βρείτε:  

Γ1.  Τον  ςυντελεςτι διεφκυνςθσ  τθσ  ευκείασ  ΒΓ,  τθν  γωνία  που  ςχθματίηει  θ  ΒΓ  

με  τον  άξονα  xϋx  και  τθν  εξίςωςθ  τθσ  ΒΓ.             Μονάδεσ 9  

Γ2.Τισ ςυντεταγμζνεσ του  Α.                                        Μονάδεσ 7                                                                              

Γ3. Τθν  εξίςωςθ  τθσ  διαμζςου  ΑΜ  του  τριγϊνου  ΑΒΓ  και  τθν  γωνία  των  ευκειϊν  ΑΜ  και  ΒΓ.   

                                                                                                                     Μονάδεσ 9                                                                         
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Κ Ω Ν Ι Κ Ε ΢ 

ΘΕΜΑ 1Ο  

Δίνεται ο κφκλοσ x2 + y2 - 4x + 2y + 1=0. 

Α. Να βρείτε το κζντρο και τθν ακτίνα του.                                 (μονάδεσ 10) 

Β. Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ ευκείασ που διζρχεται απο το κζντρο του κφκλου και είναι κάκετθ ςτθν 

εφαπτομζνθ του ςτο ςθμείο ( 2, - 3 )                                           (μονάδεσ 15) 

ΘΕΜΑ   2Ο  

         Δίνεται  θ  παραβολι   2 4y x  και  ο  κφκλοσ  2 2 6 1 0.y      

   α. να  βρεκεί  θ  εςτία  και θ  διευκετοφςα  τθσ  παραβολισ.                              (6 μόρια)          
  
 

   β. να βρείτε  το  κζντρο  και  τθν  ακτίνα  του  κφκλου.                                          (7 μόρια)          
  
 

   γ. να  βρείτε  τθν  εξίςωςθ  τθσ  εφαπτομζνθσ τθσ  παραβολισ ςτο  ςθμείο  Α(1,2) και  να    

      αποδείξετε  ότι  εφάπτεται  επίςθσ  και  ςτον  κφκλο.                                           (12 μόρια)          
  
  

ΘΕΜΑ  3Ο  

Δίνεται θ εξίςωςθ :   x2 +y2 –2x –4y+1 =0 (1) 

Δ1.    Να αποδείξετε ότι θ εξίςωςθ (1)  παριςτάνει κφκλο του οποίου να   βρείτε το κζντρο του   και 

τθν ακτίνα του ɟ.                                                                            Μονάδεσ 6 

Δ2.    Να δείξετε ότι ο κφκλοσ εφάπτεται ςτον άξονα xxϋ.                      Μονάδεσ 4 

Δ3.    Ζςτω (1,2)  το κζντρο του κφκλου . 

α.   Να βρεκεί το ςυμμετρικό ςθμείο Λ, του  κζντρου του κφκλου ωσ  προσ  το ςθμείο   

3 3
( , )
2 2

 .                                                                                               Μονάδεσ 5 

β.   Αν (2,1)  να  δείξετε ότι το Λ είναι εςωτερικό του κφκλου.      Μονάδεσ 5 

γ.   Να βρεκεί θ εξίςωςθ τθσ ευκείασ που περνάει από το Λ(2,1) και τζμνει τον κφκλο ςτα Α, Β 

ϊςτε το Λ να είναι μζςο τθσ χορδισ ΑΒ.                                         Μονάδεσ 5 
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ΘΕΜΑ 4Ο  

Δίνεται θ εξίςωςθ  x2 + y2 – 4λx + 2λy – 1 = 0, λΙR (1) και οι ελλείψεισ C1: x2 + 3y2 = 2,  C2: 3x2 + y2 = 2. 

Δ1. Να αποδείξετε ότι θ εξίςωςθ (1) παριςτάνει κφκλο για κάκε λΙR και να βρείτε το κζντρο και τθν 

ακτίνα των παραπάνω κφκλων ωσ ςυναρτιςεισ του λ.                                                     (Μονάδεσ 6) 

Δ2. Να βρείτε τισ εςτίεσ και τισ κορυφζσ των ελλείψεων C1, C2.                    (Μονάδεσ 5) 

Δ3. Να βρείτε τα κοινά ςθμεία των ελλείψεων C1, C2 και να αποδείξετε ότι ανικουν ςε κφκλο C. Για 

ποια τιμι του λ ο κφκλοσ που περιγράφει θ εξίςωςθ (1) ςυμπίπτει με τον κφκλο C;   (Μονάδεσ 8) 

Δ4. Να δείξετε ότι οι εφαπτόμενεσ του κφκλου C ςτα κοινά ςθμεία των ελλείψεων C1, C2 ςχθματίηουν 

τετράγωνο με διαγϊνιεσ τουσ μεγάλουσ άξονεσ των ελλείψεων C1, C2.                     (Μονάδεσ 6) 

 

ΘΕΜΑ 5Ο   

Δίνεται θ εξίςωςθ 2 2 6 4 8 0    x y x y  (1).  

1. Να αποδείξετε ότι θ (1) παριςτάνει κφκλο C  του οποίου να βρείτε το κζντρο και τθν ακτίνα. 

2. Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ του παραπάνω κφκλου ςτο ςθμείο του Α(2,0). 

3.  Να εξετάςετε τθ ςχετικι κζςθ τθσ ευκείασ  

ε: 2 y x  ωσ προσ τον κφκλο C .  

ΘΕΜΑ  6Ο  

Δίνεται θ εξίςωςθ x2 + ψ2 – 2λx – 1 = 0 , λ <.   (1) 

     α) Να αποδείξετε ότι θ εξίςωςθ (1) παριςτάνει κφκλο για κάκε λ <, του οποίου να βρείτε το 

κζντρο και τθν    ακτίνα.                                                                                          (μονάδεσ 7) 

     β) Αν για λ=1 προκφπτει από τθν (1) ο κφκλοσ C1 και για λ=2 προκφπτει ο κφκλοσ C2, να βρείτε τα 

κοινά ςθμεία των κφκλων  C1 και C2.                                                                         (μονάδεσ 7) 

            γ) Να αποδείξετε ότι όλοι οι κφκλοι Cλ που ορίηονται από τθν (1) για κάκε λ <, διζρχονται από δφο  

ςτακερά ςθμεία.                                                                                                (μονάδεσ 6) 

   δ) Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ κοινισ χορδισ όλων των κφκλων   Cλ, λ <.   (μονάδεσ 5)       

         

ΘΕΜΑ   7Ο  

Ζςτω θ παραβολι με εξίςωςθ y2=4x. Αν το ςθμείο Α  3,2 3  ανικει ςτθν παραβολι τότε: 
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    i) Να υπολογίςετε  τθν εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ τθσ παραβολισ ςτο ςθμείο Α.    ( Μονάδεσ  8)                                                           

    ii) Αν θ εφαπτομζνθ τζμνει τθν διευκετοφςα τθσ παραβολισ ςτο ςθμείο Β να  βρείτε τθν εξίςωςθ του κφκλου 

με διάμετρο το ΑΒ.                ( Μονάδεσ  8) 

    iii) Να αποδείξετε ότι ο παραπάνω κφκλοσ εφάπτεται ςτο άξονα xϋx ςτθν εςτία τθσ παραβολισ.                                                                           

( Μονάδεσ  9) 

 

ΘΕΜΑ 8Ο  

       Δίνονται τα ςθμεία        4,0 4,0 .    

      Α.    Να αποδείξετε ότι ο γεωμετρικόσ τόποσ  1C   των ςθμείων   ,x y  του  επιπζδου για τα 

οποία θ περίμετροσ του τριγϊνου    είναι ίςθ με  18,  είναι ζλλειψθ με μεγάλο άξονα 

2 10  και ςτθ ςυνζχεια να βρείτε  τθν εξίςωςι τθσ.                                         Μονάδεσ  15 

      Β.     Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ υπερβολισ 2C που ζχει τισ ίδιεσ εςτίεσ με  τθν ζλλειψθ 1C  και 

εκκεντρότθτα 2.                                                                                                     Μονάδεσ  10 

ΘΕΜΑ 9Ο  

Δίνεται θ εξίςωςθ  2 2 4 6 3 0x y x y      (1) και θ ευκεία  4 0x y      (2) 

Γ1. Να αποδείξετε ότι θ εξίςωςθ (1) είναι εξίςωςθ κφκλου με κζντρο (-2,3) και ακτίνα 4     (μον.8) 

Γ2. Αν θ ευκεία (2) διζρχεται από το κζντρο του κφκλου να αποδείξετε ότι  λ= -1                 (μον.6) 

Γ3. Για  λ = -1  

i)να βρείτε τα ςθμεία τομισ τθσ ευκείασ με τουσ άξονεσ                                                (μον.6) 

ii)να βρείτε τθν απόςταςθ του ςθμείου Μ(4,-3) από τθν ευκεία (2)                             (μον.5) 

 

 

ΘΕΜΑ 10Ο   

Δίνεται θ εξίςωςθ: x2+y2+λx+(λ-2)y-4-3λ=0  (1)  

Δ1.Να αποδείξετε ότι θ εξίςωςθ (1) παριςτάνει κφκλο για κάκε λ R  του οποίου να 

βρείτε το κζντρο Κ και τθν  ακτίνα ρ.                 Μονάδεσ 8                     
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Δ2.Να αποδείξετε ότι τα κζντρα των κφκλων που παριςτάνει θ εξίςωςθ (1) για τισ 

διάφορεσ τιμζσ του λ R  κινοφνται ςε ευκεία τθσ οποίασ να βρείτε τθν εξίςωςθ.                             

Μονάδεσ 6  

Δ3.Αν το κζντρο Κ του κφκλου που ορίηει θ εξίςωςθ (1) ανικει και ςτθν ευκεία ε:3 x+y-

9=0, να βρείτε τον αρικμό λ.                       Μονάδεσ 4                       

Δ4.Για λ=-4,να βρείτε τθν εξίςωςθ εφαπτομζνθσ του κφκλου ςτο ςθμείο του Α(1,5).       

Μονάδεσ 7  

Μονάδεσ 8+9+8=25 

ΘΕΜΑ   11Ο  

             Ζςτω θ παραβολι με εξίςωςθ y2=4x. Αν το ςθμείο Α  3,2 3  ανικει ςτθν παραβολι τότε: 

    i) Να υπολογίςετε  τθν εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ τθσ παραβολισ ςτο ςθμείο Α.            ( Μονάδεσ  8)                                                           

    ii) Αν θ εφαπτομζνθ τζμνει τθν διευκετοφςα τθσ παραβολισ ςτο ςθμείο Β να  βρείτε τθν εξίςωςθ του κφκλου με 

διάμετρο το ΑΒ.                ( Μονάδεσ  8) 

    iii) Να αποδείξετε ότι ο παραπάνω κφκλοσ εφάπτεται ςτο άξονα xϋx ςτθν εςτία τθσ παραβολισ.                                                                           

( Μονάδεσ  9) 

ΘΕΜΑ   12Ο  

         Δίνονται τα ςθμεία        4,0 4,0 .    

      Α.    Να αποδείξετε ότι ο γεωμετρικόσ τόποσ  1C   των ςθμείων   ,x y  του επιπζδου για τα 

οποία θ περίμετροσ του τριγϊνου    είναι ίςθ με  18,  είναι ζλλειψθ με μεγάλο άξονα 

2 10  και ςτθ ςυνζχεια να βρείτε  τθν εξίςωςι τθσ.                                       Μονάδεσ  15 

      Β.     Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ υπερβολισ 2C που ζχει τισ ίδιεσ εςτίεσ με  τθν ζλλειψθ 1C  και 

εκκεντρότθτα 2.                                                                                                       Μονάδεσ  10 

 

ΘΕΜΑ   13Ο 

Δίνεται θ εξίςωςθ:χ2+ψ2+2χ-4ψ-4=0 

Α) Να αποδείξετε ότι παριςτάνει κφκλο του οποίου να βρείτε το κζντρο και τθν ακτίνα. (Μονάδεσ 10)  

Β) Να βρείτε τα ςθμεία τομισ του κφκλου αυτοφ με τον χϋχ  (Μονάδεσ 8) 

Γ) Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ του ςτο ςθμείο Α(2,2)   (Μονάδεσ 7) 
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΢ΤΝΔΤΑ΢ΣΙΚΕ΢ 

ΘΕΜΑ   1Ο   

Δίνονται τα μθ μθδενικά διανφςματα  2u v u v  
d d d d

   και θ  εξίςωςθ:      

 2 2: 2 0 .C x y u x v y u v        
d d d d

 

          Α.  Να δείξετε ότι θ ςχζςθ  (Ι)  παριςτάνει κφκλο με ακτίνα:   
2

.
2

u v





d d

         Μονάδεσ   10  

          Β.  Αν      
02, 1 , 60 ,u v u v

 
   

 

d d d d
  να δείξετε ότι:  

               α.  Το κζντρο του κφκλου είναι το ςθμείο   1,1 .                                                  Μονάδεσ  3 

               β.  Η ακτίνα του κφκλου είναι ίςθ με  1.                                                                Μονάδεσ  6 

               γ.  Ο κφκλοσ  C  εφάπτεται ςτθν ευκεία   : 6 8 4 0x y                           Μονάδεσ  6 

 

ΘΕΜΑ  2Ο  

Δίνονται τα διανφςματα ɻᴆ = (y – 2, 4) και ɼᴆ = (y + 2, 1 – 2x) με x, y  ΙR.  

Γ1. Αν τα διανφςματα ɻᴆ και ɼᴆ είναι κάκετα, να αποδείξετε ότι το ςθμείο Μ(x,y) ανικει ςτθν παραβολι C: 

y2 = 8x.       (Μονάδεσ 6) 

Γ2. Να βρείτε τισ ςυντεταγμζνεσ τθσ εςτίασ Ε και τθν εξίςωςθ τθσ διευκετοφςασ δ τθσ παραβολισ C.  

        (Μονάδεσ 5) 

Γ3. Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ ε1 τθσ παραβολισ C που διζρχεται από το ςθμείο Α(-2,0) 

και ςχθματίηει οξεία γωνία με τον xϋx.   (Μονάδεσ 7) 

Γ4. Nα βρείτε τθν εξίςωςθ κφκλου C1 που ζχει κζντρο ςτον yϋy, εφάπτεται ςτθν διευκετοφςα δ τθσ 

παραβολισ C και διζρχεται από το ςθμείο επαφισ τθσ παραβολισ C με τθν ευκεία ε1 .      (Μονάδεσ 7) 

ΘΕΜΑ   3Ο  

Δίνεται θ εξίςωςθ  2 2 4 6 3 0x y x y      (1) και θ ευκεία  4 0x y      (2) 

Γ1. Να αποδείξετε ότι θ εξίςωςθ (1) είναι εξίςωςθ κφκλου με κζντρο (-2,3) και ακτίνα 4                 (μον.8) 
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Γ2. Αν θ ευκεία (2) διζρχεται από το κζντρο του κφκλου να αποδείξετε ότι  λ= -1                               (μον.6) 

Γ3. Για  λ = -1  

i) να βρείτε τα ςθμεία τομισ τθσ ευκείασ με τουσ άξονεσ                                                  (μον.6) 

ii) να βρείτε τθν απόςταςθ του ςθμείου Μ(4,-3) από τθν ευκεία (2)                                 (μον.5) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                            


