
 

ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ:   ΑΠΟΣΤΟΛΟΠΟΥΛΟΣ  ΚΩΣΤΑΣ  -  ΦΥΣΙΚΟΣ 

 

1 

 

Τυπολόγιο Φυσική Γ Λυκείου 

Μηχανικές Ταλαντώσεις: 
Εξισώσεις Α.Α.Τ. 

Απομάκρυνση  ( )x A t       ως προς την Θέση Ισορροπίας  

Ταχύτητα    ( )u A t       

Επιτάχυνση    
2 ( )A t         

Ενέργεια 

Κινητική Ενέργεια 
2 21

( )
2

K mu E t       

Δυναμική Ενέργεια ταλάντωσης 
2 21

( )
2

U Dx E t       

 

Η σχέση της διατήρησης ενέργειας της Α.Α.Τ 

2 2 2 2

max

1 1 1 1

2 2 2 2
K U DA mu mu Dx        

 

Ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε να εκτελεί Α.Α.Τ το σώμα 

F Dx    

Όπου Dη σταθερά επαναφοράς της ταλάντωσης 
2D m  

 

2
m

D
 

D

m
   

 

Ρυθμοί μεταβολής 

Θέσης             
x

u
t





 

Ταχύτητας     
u

t






 

Ορμής            
p

F
t


 


 

Κινητικής ενέργειας           Fu
t


 


 

Δυναμικής ενέργειας        
U

Fu
t t

 
   

 
 

 

Χρήσιμες Σχέσεις: 

Δύναμη Ελατηρίου          F l    

Ενέργεια Ελατηρίου        
21

2
U l    

όπου Δlη επιμήκυνση του ελατηρίου ως προς την θέση φυσικού μήκους του ελατηρίου 

 

Ενώ δύναμη επαναφοράς       F Dx    
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Δυναμική Ενέργεια ταλάντωσης              
21

2
U Dx   

Όπου xη απομάκρυνση από την θέση ισορροπίας. 

Έργα βασικών δυνάμεων: 

Έργο Βάρους                 
, ,BW U U U            όπου  U mgh   

Έργο δύναμης ελατηρίου               
, , ,FW U U U          

Έργο δύναμης επαναφοράς           
,FW K K K       

 
Φθίνουσες ταλαντώσεις: 

Δύναμη απόσβεσης της μορφής                           F bu    

Πλάτος ταλάντωσης της μορφής                         
t

oA A e  

Ενέργεια ταλάντωσης της μορφής                       
2 t

oE E e   

Συνισταμένη δύναμη                  F F F Dx bu        

 

Χρόνος υποδιπλασιασμού του πλάτους          

1/2 1/2 1/2

1/2 1/2

1 ln 2
ln1 ln 2 ln ln 2

2 2

t t to
o

A
A e e e t t

  
          


 

 

Η ενέργεια που χάνεται κατά την φθίνουσα ταλάντωση  είναι ΔΕ 

2 21 1

2 2
oDA DA        

 

Σύνθεση Ταλαντώσεων: 

Α. Ίδιο ω 

1 1x A t  

2 2 ( )x A t     

Δφ=φ 

Για το πλάτος της συνισταμένης ταλάντωσης    
2 2

1 2 1 22           

Πρέπει να βρούμε και την γωνία θ  

2

1 2

 


 

 

  

 

Ποιο σύνηθες τιμές εφαπτομένης: 

0 0rad     

1 3

3 63
rad


      

1
4

rad


     

3
3

rad


     

Και τελικά ( )x A t     

Αν η Δφ=π radτότε 1 2    και η φάση της συνισταμένης ταλάντωσης είναι ίση με την φάση της 

ταλάντωσης με το μεγαλύτερο πλάτος από τις 2 αρχικές ταλαντώσεις.        
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Αν έχουν και οι δύο αρχικές ταλαντώσεις φάση: 

1 1 1( )x A t     

2 2 2( )x A t     

Αν φ2>φ1 τότε Δφ = φ2 - φ1 . 

Για το πλάτος της συνισταμένης ταλάντωσης    
2 2

1 2 1 22           

Για την γωνία θ    2

1 2

 


 

 

  

 

Τελικά  1( )x A t       

 

Β. Διαφορετικό ω 

1 1x A t  

2 2x A t  

1 2 1 22 ( ) ( )
2 2

x A t t
   

 
 

  

Το πρώτο τμήμα μεταβάλλεται πιο αργά από το δεύτερο γι  αυτό το λέμε πλάτος του διακροτήματος. 

Ο χρόνος ανάμεσα σε δύο διαδοχικούς μηδενισμούς του πλάτους ονομάζεται Περίοδος διακροτήματος και 

είναι ίσος με         

1 2

1
T

f f
 


 

ῌ συχνότητα διακροτήματος      
1 2f f f    

Ενώ για την κίνηση ισχύει (από το δεύτερο κομμάτι της συνισταμένης ταλάντωσης) 

1 2 1 2

2 2

f f
f

 


 
    

Άρα     
1 2

2

f f
 


 

Κύματα 

Εξίσωση κύματος που διαδίδεται κατά την θετική φορά 2 ( )
t x

y A
T

 


   

Εξίσωση κύματος που διαδίδεται κατά την αρνητική φορά 2 ( )
t x

y A
T

 


   

Θεμελιώδης νόμος κυματικής                u f  

Ταχύτητα διάδοσης και θέση – χρόνος    x ut  

Εξίσωση ταχύτητας κύματος   2 ( )
t x

u A
T

  


   

Εξίσωση επιτάχυνσης κύματος   
2 2 ( )

t x
A

T
   


    

Φάση κύματος. ( , ) 2 ( )
t x

x t
T

 


   

Διαφορά φάσης 2 σημείων για δεδομένη χρονική στιγμή (το κύμα έχει φτάσει και στα δύο σημεία). 

2
x

 



 
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Διαφορά φάσης 2 χρονικών στιγμών για δεδομένο σημείο. 

2
t

T
 


   

 

Συμβολή Κυμάτων 

Εξίσωση συμβολής δύο κυμάτων: 
1 2 1 2

2
2 ( ( )) ( ( ))y A r r t r r

  
 

 
   


 

Πλάτος ταλάντωσης σημείου από συμβολή 2 κυμάτων: 
1 22 ( ( ))A r r





    

Σημεία Ενίσχυσης (Πλάτος 2Α) 

1 2r r     

Όπου Ν=0,±1,±2 ,…. 

Σημεία Απόσβεσης(Πλάτος 0) 

1 2 (2 1)
2

r r


     

Όπου Ν=0,±1,±2 ,…. 

 

Συμβολή δύο κυμάτων αντίθετης φοράς διάδοσης σε γραμμικό ελαστικό μέσο - Στάσιμο κύμα 

2 2
2

x t
y A

 
 





 

Πλάτος ταλάντωσης σημείου στάσιμου κύματος: 
2

2
x

A





   

Κοιλίες (Πλάτος 2Α) 

2
x N


  

Όπου Ν=0,±1,±2 ,…. 

Δεσμοί  (Πλάτος 0) 

(2 1)
4

x


    

Όπου Ν=0,±1,±2 ,…. 
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Ρευστά 

Πίεση :   
F

P F P A
A

     

Πυκνότητα:  
m m

m V
V V

  


     


 

Πίεση υδροστατική : P g h     

Πίεση συνολική σε ρευστό σε ισορροπία σε ανοικτό δοχείο : 
atmP P g h     

Παροχή:  
V

A u
t


   


 

 

Εξίσωση συνέχειας: ή A u ό       

 

Εξίσωση Bernoulli: 
21

2
P g h u ό         

Προσοχή το h ορίζεται ως το ύψος από ένα σημείο μηδενικού ύψους! 

 

Εξίσωση Torricelliσε ανοικτό δοχείο: 2u g h    

Προσοχή το h ορίζεται ως το βάθος στο οποίο βρίσκεται η οπή από την ελεύθερη επιφάνεια! 

 

Ισχύς αντλίας:   

2 2 2 21 1 1 1

2 2 2 2
F W FW W m u m u W m g h m g h m u m u                          

2 2 2 21 1 1
( ) ( )

2 2 2
FW m u m u m g h m g h V u u V g h h                               

2 2 2 21 1
( ) ( ) [ ( ) ( )]

2 2

F
F

W V V
P u u g h h u u g h h

t t t
          

 
                 
  

 

Το ποιο σύνηθες αρχικά να ηρεμεί το ρευστό άρα uαρχ=0m/sκαι θέτουμε το σημείο μηδενικού ύψους στην 

αρχική θέση του ρευστού άρα hαρχ=0m. Οπότε η ισχύς της αντλίας τότε είναι:    

21
( )
2

FP u g h        

Ιξώδες σε Νευτώνεια ρευστά:  

n A u
F T

l

 
   

Όπου nο συντελεστής ιξώδους του ρευστού (
2

N s

m


). 

Α το εμβαδόν της επιφάνειας του σώματος που έρχεται σε επαφή με το ρευστό.(m2). 

Η ταχύτητα με την οποία κινείται το σώμα uσε m/s. 

Το πάχος του στρώματος του ρευστού l (m) 
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Στερεό 
Μεταφορική Κίνηση 

21

2

o cm

o cm

u u a t

x u t a t

 

  
 

cm
cm

u
a

t





 

Στροφική Κίνηση 

21

2

o

o

a t

t a t





 

 

 

  
 

a
t







 

Κύλιση χωρίς ολίσθηση: 

cma a R   cmu R   s R  

 

Ροπή Αδράνειας Στερεού Σώματος: 
2( )i i

i

I m r  

Αν το στερεό δεν στρέφεται ως προς το κέντρο μάζας του αλλά ως προς άλλο άξονα παράλληλο σε αυτό σε 

απόσταση d 

Steiner:  
2

cmI I Md   

Στερεό σε Ισορροπία:  0F   και  0   

Ροπή δύναμης ως προς άξονα περιστροφής F Fd   

Όπου: 

dη απόσταση ανάμεσα στο σημείο εφαρμογής της δύναμης και του άξονα περιστροφής.  

φ η γωνία ανάμεσα στην δύναμη και στην ευθεία που ενώνει το σημείο εφαρμογής της δύναμης με τον 

άξονα περιστροφής. 

Θεμελιώδης Νόμος Μηχανικής Κίνησης: 

cmF ma   

Θεμελιώδης Νόμος Στροφικής Κίνησης: 

Ia   

Στροφορμή  

Τροχιακή στροφορμή:    
2L pr mur m r    

 

Στροφορμή στερεού σώματος::   L I  
 

Ρυθμός Μεταβολής της Στροφορμής:   
L

Ia
t

 


  
  

 

Μεταφορική Κινητική Ενέργεια  
21

2
cmMu 

 
 

Στροφική Κινητική Ενέργεια   
21

2
I    
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Ρυθμός Μεταβολής Μεταφορικής Κινητικής Ενέργειας 

( ) cm

K
F u

t


 

  
 

Ρυθμός Μεταβολής Στροφικής Κινητικής Ενέργειας 

( )
K

t


 


 

  
 

 
 

Κρούσεις 

Ορμή   p=mu 

Σε κάθε κρούση διατηρείται η ορμή ΑΔΟ → Pαρχ=Pτελ 

Σε ελαστικές κρούσεις διατηρείται και η ενέργεια. 

Άρα για τις ταχύτητες των δύο σωμάτων μετά την κρούση: 

1 2 2
1 1 2

1 2 1 2

2m m m
u u u

m m m m

  
 

 

1 2 1
2 1 2

1 2 1 2

2m m m
u u u

m m m m

  
 

 

 

 

Doppler: 

Η συχνότητα που αντιλαμβάνεται ο παρατηρητής Α: 

A
A s

s

u u
f f

u u


  

Στον αριθμητή: 

 + αν ο παρατηρητής A κινείται με κατεύθυνση προς την πηγή S. 

 -  αν ο παρατηρητής A κινείται απομακρυνόμενος από την πηγή S 

Στον παρονομαστή: 

 - αν η πηγή S κινείται με κατεύθυνση προς τον παρατηρητή Α. 

 +  αν η πηγή S κινείται απομακρυνόμενη από τον παρατηρητή Α. 

 

Το μήκος κύματος υπολογίζεται από τις σχέσεις: 

α. A

A

u u

f



  

β. s s su T    

 

Πρόσθεση διανυσματικών μεγεθών που σχηματίζουν γωνία φ μεταξύ τους οι διευθύνσεις τους. 

Π.χ. πρόσθεση ορμής 

2 2

1 2 1 22p p p p p     
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Βασικά 2α ΘέματαΛυμένα 

Κεφάλαιο 1ο- Ταλαντώσεις 
1. Να βρεθεί η λόγος Δυναμικής ενέργειας ταλάντωσης προς την Κινητική ενέργεια ταλάντωσης όταν 

το σώμα διέρχεται από την θέση 
3

2

A
x   με είτε θετική είτε αρνητική ταχύτητα. 

 

Η Δυναμική ενέργεια υπολογίζεται από την σχέση
21

2
U Dx αντικαθιστώντας το χ που μας δίνεται 

2 21 3 3 1
( ) ( )

2 2 4 2

A
U D DA   . 

Από διατήρηση ενέργειας βρίσκω για την Κινητική ενέργεια. 

2 2 21 3 1 1 1
( ) ( )

2 4 2 4 2
E K U DA K DA K DA         

Άρα 

2

2

3 1
( )

4 2 3
1 1

( )
4 2

DA
U

K
DA

   

-Ομοίως αν μου δινόταν η ταχύτητα απλά θα αντικαθιστούσα στην σχέση 
21

2
K mu και θα έκανα ακριβώς 

την ίδια διαδικασία.  

 

2. Να βρεθεί σε ποια θέση βρίσκεται το σώμα όταν Κ=3U. 

 

Από διατήρηση ενέργειας: 

3 4
4

E
E K U U U U U 
         

Άρα: 
2 21 1 1

2 4 2 2

A
Dx DA x     

 

3. Να βρεθεί η απομάκρυνση ενός σημείου ως προς τον χρόνο αν εκτελεί ταυτόχρονα δύο ταλαντώσεις 

με εξισώσεις: 

y1 = 2ημ(10t) 

y2= 4ημ(10t+π) 

στο S.I. και οι δύο ταλαντώσεις. 

 

Δφ=π rad 

Για το πλάτος της συνισταμένης ταλάντωσης :  

2 2 2 2

1 2 1 22 2 4 2*2*4 2A A A A A m           

Για τον υπολογισμό της γωνίας θ: 

0 0rad     

 

Τώρα για να αντικαταστήσω πρέπει να δω σε ποια από τις δύο θα προσθέσω την γωνία θ. Επιλέγουμε από 

τις δύο αυτήν με το μεγαλύτερο πλάτος (Α) σαν κύρια. 

Άρα y=2ημ(10t+π+0) οπότε y=2ημ(10t+π) 
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4.  Να βρεθεί ο λόγος της ενέργειας ταλάντωσης του σώματος πριν την κρούση με την ενέργεια 

ταλάντωσης αμέσως μετά την κρούση. 

Το σώμα έχει μάζα mκαι είναι δεμένο στο άκρο ελατηρίου σταθεράς κ και ταλαντώνεται πάνω σε λείο 

οριζόντιο επίπεδο. Όταν διέρχεται από την θέση ισορροπίας του συγκρούεται μετωπικά και πλαστικά με 

ακίνητο σώμα μάζας 3m. 

 

Αρχικά το σώμα έχει ενέργεια ταλάντωσης 
2

1 1

1

2
E D    

Συγκρούεται με το δεύτερο σώμα οπότε από διατήρηση ορμής. 

ΑΔΟ: 

1
1 2 2( 3 )

4

u
mu m m u u     

-Αν μας ζητούσε η άσκηση να υπολογίσουμε και τις ταχύτητες των σωμάτων πριν και αμέσως μετά την 

κρούση, επειδή η κρούση έγινε όταν το σώμα διερχόταν από την θέση ισορροπίας του για την ταχύτητα u1. 

2 2 2 2 2

max 1 max 1 1 max

1 1 1 1 1
0

2 2 2 2 2
mu mu Dx mu mu u u        

Όπου umax την βρίσκουμε από τις συνθήκες του προβλήματος. 

Για τις ενέργειες ταλάντωσης: 

2

1 1

1

2
E mu  

2
2 21

2 2 12

1 1 1 1
4 4

2 2 4 4 2

u
E mu m mu    

Άρα 1

2

4
E

E
  

 

5. Σώμα μάζας m είναι δεμένο στο άκρο ελατηρίου σταθεράς κ και εκτελεί εξαναγκασμένη ταλάντωση 

με την συχνότητα του διεγέρτη να είναι μεγαλύτερη από την ιδιοσυχνότητα του συστήματος. Αν 

τετραπλασιάσουμε την μάζα του σώματος που είναι δεμένο στο άκρο του ελατηρίου , χωρίς να μεταβληθεί η 

συχνότητα του διεγέρτη, τότε τι θα γίνει με το πλάτος της ταλάντωσης; 

 

Εφόσον αλλάζει η μάζα του σώματος αλλάζει και η ιδιοσυχνότητα.  

Η αρχική ιδιοσυχνότητα ισούται με 0

1

2
f

m




  

Μετά την αλλαγή της μάζας  0 0

1 1
'

2 4 2
f f

m




   

Άρα εφόσον μειώνεται η ιδιοσυχνότητα με την αλλαγή μάζας και ήμασταν δεξιά της κορυφή της καμπύλης 

πλάτους και συχνότητας, αυξάνεται και άλλο η απόσταση fδιεγέρτη και ιδιοσυχνότητας άρα το πλάτος 

μειώνεται. 
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6. Στην κάτω άκρη κατακόρυφου ιδανικού ελατηρίουσταθεράς Κ, η πάνω άκρη του οποίου 

είναι στερεωμένησε ακλόνητο σημείο, σώμα μάζας m εκτελεί απλήαρμονική ταλάντωση πλάτους

2

d
, όπως φαίνεται στοσχήμα. 

 

 

 

 

 

 

 

 
Όταν το σώμα διέρχεται από τη θέση ισορροπίας, ηεπιμήκυνση του ελατηρίου είναι d. Στην 

κατώτερη θέσητης ταλάντωσης του σώματος, ο λόγος της δύναμης τουελατηρίου προς τη δύναμη 

επαναφοράς είναι 

α.  
3

1


επαν

ελ

F

F
.                         β.  3

επαν

ελ

F

F
.                      γ.  2

επαν

ελ

F

F
. 

 

Η δύναμη ελατηρίου υπολογίζεται από την σχέση Fελ=κΔl όπου Δl:απομάκρυνση από την θέση φυσικού 

μήκους του ελατηρίου. 

Εδώ Fελ=κ(d+d/2) στην κατώτερη θέση. 

 

Η δύναμη επαναφοράς υπολογίζεται από την σχέση Fεπ=-Dxόπου x: η απομάκρυνση από την θέση 

ισορροπίας του ελατηρίου. 

Εδώ στην κατώτερη θέση Fεπ=κd/2 

Άρα: 

3

2 3
1

2

d
F

F
d





   

 

7. Σε σώμα μάζας mτο οποίο είναι προσδεμένο σε ιδανικό ελατήριο σταθεράς κ και εκτελεί απλή 

αρμονική ταλάντωση,να βρεθεί το ποσοστό της δυναμικής ενέργειας όταν το σώμα κινείται με max

5

u
u  . 

 

Υπολογίζουμε από διατήρηση ενέργειας το ποσό της δυναμικής ενέργειας σε σχέση με την συνολική 

ενέργεια. 

2 2

max max

1 1 1 24

2 25 2 25
E K U m u m u U U E           

 

Άρα ο λόγος που μας ζητάνε: 
24

% 100% 100% 96%
25

U
U

E

    

Άρα όταν max

5

u
u  το 96% της ενέργειας είναι του σώματος είναι δυναμική ενέργεια. 
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8. Δύο ιδανικά ελατήρια με σταθερές κ1 και  κ2 έχουν προσδεμένα πάνω τους σώματα μάζας 

m1και m2αντίστοιχα.Η απομάκρυνση της ταλάντωσης του κάθε σώματος σε σχέση με τον χρόνο 

αναπαριστάται γραφικά στο παρακάτω γράφημα. Αν δίνεται ότι 2
1

4


  , η σχέση που συνδέει τις 

μάζεςm1και m2 αντίστοιχα: 

 

α. 1

2

1
m

m
               β. 1

2

4
m

m
   γ. 1

2

1

4

m

m
                       δ. 1

2

1

16

m

m
  

 

Από το σχήμα παρατηρούμε ότι T2=2T1. Άρα  

2 142 1 2 1
2 1 2 1

2 1 1 1

1
2 2 2 2 2 16

2

m m m m
T T m m

  
   


         

 

 

9.Δύο ιδανικά ελατήρια με σταθερές κ1 και  κ2 έχουν προσδεμένα πάνω τους σώματα μάζας m1και 

m2αντίστοιχα έχουν την ίδια ολική ενέργεια. Αν m1=3m2και κ2= 3κ1τότε για το πλάτος ταλάντωσης των 

δύο σωμάτων θα ισχύει ότι  

α.. 1

2

3





β.. 1

2

9





γ. 1

2

1





.  

 

Επειδή τα δύο σώματα έχουν την ίδια ολική ενέργεια: 

1 232 2 2 2 2 2 2 2

,1 ,2 1 1 1 2 2 2 1 1 2 2

1 1
3

2 2

m m
E E m m     

          

2
21 2

2

2 1

( )
3









 (1) 

Πρέπει να βρούμε την σχέση ανάμεσα στα ω1 και ω2, θα κάνουμε χρήση της σχέσης 
m


  : 

Οπότε 1
1

1m


    και   2

2

2m


  .  

Θα τα διαιρέσουμε κατά μέλη για να εξάγουμε την σχέση σύνδεσης τους.  

1 1

1 21 1 2 2

2 1 2 12 1

2 2

3 1
3

9 33

m m m

m

m m

 

  

   
       

Άρα τελικά αντικαθιστώντας στην σχέση (1): 
2

21 2 1

2

2 1 2

1
( ) 3 3

3





 
   

 
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10.Κατά  τη  σύνθεση  δύο  απλών  αρμονικών  ταλαντώσεων  με παραπλήσιες  συχνότητες f1  και 

f2, ίδιας  διεύθυνσης  και  ίδιου  πλάτους,  που  γίνονται  γύρω  από  την  ίδια  θέση  ισορροπίας,  με 

f1>f2,  παρουσιάζονται διακροτήματα με περίοδο διακροτήματος ΤΔ = 2 s. Αν στη διάρκεια του 

χρόνου αυτού πραγματοποιούνται 200 πλήρεις ταλαντώσεις, οι συχνότητες f1 και f2 είναι:  

α.f1= 200,5 Hz,     f2= 200 Hz  

β.f1= 100,25 Hz,   f2= 99,75 Hz  

γ.f1= 50,2 Hz,       f2= 49,7 Hz  

 

Η περίοδος διακροτήματος υπολογίζεται από την σχέση 1 2 1 2

1 2

1
f f f f f f

f f
         


 

επειδή f1>f2. 

Άρα 1 2 0,5f f Hz  (1) 

Επίσης σε 2secΝ=200. Η συχνότητα της ταλάντωσης δίνεται από την σχέση 1 2

2

f f
f


  

 

Άρα 1 2
1 2

200
200

2 2

f f
f f


    (2) 

Προσθέτοντας κατά μέλη τις (1)+(2) προκύπτει ότι 2f1=200,5 =>f1=100,25Hz 

Από (1) : f2=99,75Hz 

 

11.Σε λείο κεκλιμένο επίπεδο γωνίας π/6 rad με ιδανικό ελατήριο να είναι ακλόνητα στερεωμένο στην βάση 

του όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα και στο πάνω άκρο του ελατηρίου υπάρχουν δύο σώματα μάζας 

m1=3Kgκαι m2=1Kgαντίστοιχα. Η σταθερά του ελατηρίου είναι κ=100Ν/m.  

Το μέγιστο πλάτος ταλάντωσης των δύο σωμάτων έτσι ώστε να μην χάνεται η επαφή των δύο σωμάτων 

είναι: 

α. 0,2m    β. 0,3m   γ. 0,4m 

 
 

Πρώτα θα υπολογίσουμε την γωνιακή συχνότητα της κοινής ταλάντωσης των δύο σωμάτων. 

2

1 2

1 2

100
( ) 5 /

4
D m m r s

m m


        


 

Μετά θα υπολογίσω την σταθερά επαναφοράς του σώματος το οποίο μπορεί να χάσει την επαφή του με το 

άλλο σώμα. Δηλαδή στο m2. 

2

2 2 2

1 2

25 /D m m N m
m m


  


 

Στο σώμα μάζας m2 ασκούνται ,στον άξονα κίνησης του σώματος, δύο δυνάμεις. Η Ν από το σώμα μάζας 

m1και η W2x . Όσο είναι σε επαφή τα δύο σώματα ταλαντώνονται με την ίδια συχνότητα ω, αλλά το κάθε 
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σώμα ουσιαστικά εκτελεί μια ταλάντωση με την δική του σταθερά επαναφοράς. Άρα για την συνισταμένη 

δύναμη που ασκείται στο σώμα μάζας m2 : 

2 2 2xF N W D x      

Προϋπόθεση ώστε τα δύο σώματα να είναι σε επαφή είναι να ασκείται δύναμη Ν στο m2. 

Άρα πρέπει Ν≥0. 

2 2 2 20 0x xN W D x W D x       

1 2

2 2

1 2

( )
6

6

m m g

m g m x x
m m




 




 

   


 

Άρα η μέγιστη τιμή του xθα είναι για την ισότητα της παραπάνω σχέσης: 

max 0,2A m  

 

 

 

Κεφάλαιο 2ο- Κύματα 

 

1. Το σχήμα 1 παριστάνει στιγμιότυπο εγκάρσιου αρμονικού κύματος, ενώ το σχήμα 2 

παριστάνει την κατακόρυφη απομάκρυνση από τη θέση ισορροπίας ενός δεδομένου σημείου του 

ελαστικού μέσου, στο οποίο διαδίδεται το παραπάνω κύμα, σε συνάρτηση με το χρόνο. 

2.  

3.  

4.  
5.  

 

 

 

Από τη μελέτη των δύο σχημάτων προκύπτει ότι η ταχύτητα διάδοσης του κύματος είναι 

α.  0,1
s

m
.                         β.  1

s

m
.                            γ.  10

s

m
. 

 

Από το σχήμα 1 που είναι για δεδομένο t  παρατηρούμε ότι το κάθε κύμα έχει μήκος 1m, άρα λ=1m. 

Από το σχήμα 2 που είναι για δεδομένο x(x=0mστην συγκεκριμένη περίπτωση) παρατηρούμε ότι ο χρόνος 

που χρειάζεται για να κάνει μια πλήρης περιοδική κίνηση το σημείο αυτό είναι 0,1sec, άρα Τ=0,1sec. 

Τ=0,1sec => f=10Hz 

Άραu=λf = 10m/s 

 

 

2.Πηγή εγκάρσιου κύματος ταλαντώνεται με συχνότητα f και πλάτος  Α και δημιουργεί σε  

γραμμικό ελαστικό μέσο κύμα, που περιγράφεται από την εξίσωση  )
λ

x
-

T

t
(πημAy 2= . 

Όταν η πηγή του κύματος ταλαντώνεται με διπλάσια συχνότητα και το ίδιο πλάτος, δημιουργεί  στο  

ελαστικό μέσο κύμα, που περιγράφεται από την εξίσωση 

α.  )
λ

x
-

T

2t
(πημAy 2= .                 β.  )

λ

x
-

T

t
(πημAy 4= .                 γ.  )

λ

x
-

T

t
(ημπAy = . 
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Διπλασιάζεται η συχνότητα άρα 
1 1

2 2
2

T
f f T

T T
     


 

Η ταχύτητα διάδοσης της κυματικής διαταραχής εξαρτάται από το υλικό μέσο άρα παραμένει σταθερή. 

2

2

f fu f f


   
        

Άρα: 
2 2

2 ( ) 4 ( )
t x t x

y A y A
T T

   
 

      

 

3. Σε  γραμμικό ελαστικό μέσο, κατά μήκος του ημιάξονα Οx, δημιουργείται στάσιμο κύμαμε   

κοιλία στη θέση x=0. ∆ύο σημεία  Κ  και  Λ  του   ελαστικού μέσου βρίσκονται αριστερά και δεξιά   

του πρώτου δεσμού, μετά τη θέση  x=0, σε  αποστάσεις 
6

λ
και  

12

λ
 από  αυτόν αντίστοιχα, όπου  λ   

τομήκος  κύματος  των κυμάτων που δημιουργούν το στάσιμο κύμα. Ο λόγος των μεγίστων  

ταχυτήτων 
Λ

Κ

υ

υ
 των  σημείων αυτών είναι 

α.  3 .                                             β.  
3

1
.                                               γ.  3.  

 

Ο πρώτος δεσμός απέχει από το σημείο Ο (το οποίο είναι κοιλία) απόσταση λ/4. 

Το σημείο Κ βρίσκεται στην θέση 
4 6 12

Kx
  

    

Το σημείο Λ βρίσκεται στην θέση 
4

4 12 12 3
x

   
      

 

Πρέπει να βρούμε με τι πλάτος ταλαντώνονται τα σημεία Κ και Λ. 

2 2 2
2 ( ) ( ) 3 ( )

12
K

t
y A A t

T

   
  


 


 άρα 3    

2 2 2
2 ( ) ( ) ( )

3

t
y A t

T

   
  


   


 άρα     

Άρα ο ζητούμενος λόγος: max

max

3Ku

u






 


 


 

 

4.Ένα απλό αρμονικό κύμα διαδίδεται μέσα σε έναγραμμικό  ελαστικό  μέσο με  μήκος κύματος  λ. 

Τηνχρονική στιγμή t δύο σημεία Α και Β που βρίσκονται στις θέσεις xΑ=
8

3λ
 καιxΒ=

8

5λ
αντίστοιχα, 

έχουν   διαφορά φάσης   

α.  ∆φ = 0.                                                  β.  ∆φ =
2

π
.                                                 γ.  ∆φ = π.   
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Άρα πρέπει να βρούμε την διαφορά φάσης Δφ=φΒ-φΑ   όπου 
2 2

( , )t t
 

  


 
  

 

2 2 2 2 2 2 5 3
( ) ( )

8 8 2
t t

        
      

   
      

   
              

    
 

 

5.∆ύο σύμφωνες πηγές (1) και (2) δημιουργούν στην επιφάνεια υγρού εγκάρσια αρμονικά κύματα 

με πλάτος Α και μήκος κύματος λ = 4 cm. Σημείο Μ της επιφάνειας του υγρού απέχει r
1 

= 17 cm 

από την πηγή (1) και r
2 

= 9 cm από την πηγή (2).  

Το πλάτος της ταλάντωσης στο σημείο Μ λόγω συμβολής είναι ίσο με  

α.0. β. 2 Α. γ.2Α.  
 

Η ταλάντωση του σημείου που προκύπτει από την συμβολή των δύο κυμάτων  δίνεται από την σχέση: 

1 2 1 2

2
2 ( ) ( ( ))

t
y A r r r r

  
 

 
   


 

Το πλάτος της ταλάντωσης υπολογίζεται αντιστοίχως από την σχέση: 
1 22 ( )A r r





    

Με αντικατάσταση των τιμών προκύπτει: 

2 (0,17 0,09) 2 (2 ) 2
0,04

A A


         

 

6.Κατά μήκος δύο χορδών  1 και  2, που είναι κατασκευασμένες από το ίδιο υλικό, διαδίδονται δύο 

αρμονικά εγκάρσια κύματα πλάτους  Α1 και  Α2 και μήκους  κύματος  λ1  και  λ2,  αντίστοιχα.  Αν 

ισχύει ότι  Α2=2 Α1και 
2

=
1

2

λ
λ , τότε για τις αντίστοιχες μέγιστες επιταχύνσεις των ταλαντώσεων  

αmax1 και  αmax2 ισχύει: 

 

α.  
4

1
=

2

1

max

max

α

a
.                                          β.

8

1
=

2

1

max

max

α

a
.                                        γ. 4=

2

1

max

max

α

a
. 

 

Η μέγιστη επιτάχυνση υπολογίζεται από την σχέση αmax=ω2A 

Άρα: 

2

12 2 2

max.1 max.11 1 1 1 1 2 1

2 2 2
2max.2 2 2 2 2 max.2 1 2

2

2

( )
(2 )

(2 )
( )

u
f

u

f

uf


    

    






  
    

  


 

Α2=2 Α1 και λ1=2 λ2 αντικαθιστώντας στην παραπάνω σχέση: 
2

max.1 2 1

2

max.2 2 1

1

4 2 8

 

 


 


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7. Το παρακάτω σχήμα δίνει το στιγμιότυπο στάσιμου κύματος, με περίοδοΤ και μήκος κύματος λ, 

τη χρονική στιγμή
8

=
T

t . 

 
Το  σημείο0 είναι  κοιλία  που  γιαt = 0 s  διέρχεται από τη θέσηισορροπίας με θετική ταχύτητα. Το 

πλάτος της ταλάντωσης σημείου ΒμεxB= 
8

λ
είναι 

α.  0,05 m.                                          β.  0,1 m.                                        γ.  210, m. 

 

Εξίσωση στάσιμου κύματος: 
2 2

2 ( ) ( )y A t
 

  





 

Από το στιγμιότυπο για t=T/8 παρατηρούμε ότι για x=0m τοy=0,1√2m. 

Άρα: 
2 2

0,1 2 2 ( 0) ( ) 0,1 2 2 2 0,1
8 4

T
A A m

  
  


      


 

Άρα τελικά για το σημείο Β το πλάτος του στάσιμου κύματος θα είναι: 

2 2
0,2 0,2 0,1 2

8 2
BA m

 



    

 

8.Σε χορδή δημιουργείται στάσιμο κύμα με το ένα άκρο της να είναι κοιλία ενώ το άλλο άκρο της να είναι 

ακλόνητο. Συνολικά υπάρχουν 8 δεσμοί στο νήμα.Αλλάζει η συχνότητα της πηγής παραγωγής κύματος και 

πλέον στο ίδιο νήμα υπάρχουν 6 δεσμοί συνολικά. Να βρεθεί η ποσοστιαία μεταβολή της συχνότητας. 

 

Υπολογίζουμε το μήκος του νήματος σε σχέση με το αρχικό μήκος κύματος. 

Εφόσον υπάρχουν 8 συνολικά δεσμοί η απόσταση ανάμεσα στον 1ο και στον 8ο δεσμό είναι ίση με: 7
2


 

Επίσης πριν τον 1ο δεσμό υπάρχει η κοιλία. Η απόσταση δεσμού κοιλίας είναι ίση με:
4


 

Άρα το συνολικό μήκος του νήματος είναι ίσο με: 
15

7
2 4 4

d
  

    

 

Αλλάζει η συχνότητα και πλέον υπάρχουν 6 συνολικά δεσμοί η απόσταση ανάμεσα στον 1ο και στον 6ο 

δεσμό είναι ίση με:  5
2


 

Επίσης πριν τον 1ο δεσμό υπάρχει η κοιλία. Η απόσταση δεσμού κοιλίας είναι ίση με:  
4


 

Άρα το συνολικό μήκος του νήματος σε σχέση με το νέο μήκος κύματος είναι ίσο με: 
11

5
2 4 4

d
    

    

Το μήκος του νήματος προφανώς δεν αλλάζει με την αλλαγή της συχνότητας άρα: 
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15 11 15

4 4 11

 
 


    

Από Θεμελιώδη Νόμο της Κυματικής u=λ f 

Άρα: 

15

11
11

15
f f f f

 

 


      

4

40015% 100% 100% %
15

f
f f

f
f f




      

 

9. Στο σημείο Α της επιφάνειας ενός ρευστού υπάρχει πηγή κυμάτων. Σε ένα σημείο Β της επιφάνειας του 

ρευστού φθάνει το κύμα με δύο τρόπους είτε απευθείας σε αυτό είτε μέσω ενός ανακλαστήρα ο οποίος 

βρίσκεται στην μεσοκάθετο της ευθείας ΑΒ σε σημείο Κ. Αν δἰνεται ότι ΑΒ=0,8m και ότι ΚΜ=0,3m 

(όπου Μ το μέσο του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ) Το σημείο Β ταλαντώνεται με μέγιστο πλάτος, μετά 

την άφιξη και των δύο κυμάτων. Να βρεθεί η μικρότερη τιμή της συχνότητας της πηγής. Δἰνεται επίσης 

και η ταχύτητα διάδοσης του κύματος u=2m/s. 

 

 
Εφόσων το σημείο Β ταλαντώνεται με μέγιστο πλάτος είναι σημείο ενίσχυσης κατά την συμβολή των δύο 

κυμάτων. Το ένα κύμα (απευθείας) διανύει απόσταση ΑΒ=0,8mενώ το δεύτερο (από ανάκλαση) Διανύει 

απόσταση ΑΚ+ΚΒ. Η διαφορά των δύο αποστάσεων είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του μήκους κύματος.   

 

Πρώτα πάμε να υπολογίσουμε την απόσταση ΑΚ=ΚΒ κάνοντας χρήση του πυθαγόρειου θεωρήματος στο 

ορθογώνιο τρίγωνο ΑΚΜ.  

2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )AK AM MK AK AM MK      

Επειδή το Μ είναι το μέσον του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ, ΑΜ=ΜΒ=0,4m. 

2 2( ) 0,4 0,3 0,5AK m    

 

Άραr1=AK+KB=1mκαιr2 = AB = 0,8m. 

Οπότε τελικά 1 2 0,2r r N m    

 

Η ταχύτητα διάδοσης του κύματος στο υλικό μέσο είναι 2m/s. Άρα 2 /u f m s   .  

Το μήκος κύματος και η συχνότητα ταλάντωσης της πηγής είναι μεγέθη αντιστρόφως ανάλογα, άρα αφού 

θέλουμε για την μικρότερη τιμή της συχνότητας άρα ουσιαστικά είναι σαν να λέμε για την μεγαλύτερη τιμή 

του μήκους κύματος άρα για λmax. 

 

Εφόσων το λ έχει την μέγιστη δυνατή τιμή του άρα το Ν παίρνει την μικρότερη δυνατή τιμή του δηλαδή 

Ν=±1. Προφανώς δεν παίρνει την τιμή Ν=0 γιατί 1 2r r .   

Άρα προκύπτει ότι λ=0,2mκαι τελικά f=10Hz. 
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10.  Η παρακάτω κατασκευή αποτελείται από δύο τμήματα το ένα τμήμα σταθερού μήκους και το άλλο με 

κινητό κομμάτι και ως συνέπεια μεταβαλλόμενο μήκος.Αν εισέρχεται ο ήχος από το σημείο Α και 

εξέρχεται από το σημείο Ζ και αρχικά ακούγεται ήχος μέγιστου πλάτους στο άκρο Ζ. Μετατοπίζουμε το 

σημείο Ζ κατά 0,2mπρος τα δεξιά. Κατά την μετακίνηση αυτή δύο φορές μηδενίστηκε η ένταση του ήχου 

και εκεί που αφέθηκε τελικά το δεξί τμήμα της διάταξης πάλι ακούγεται ήχος μέγιστης έντασης.  

 

 
Αν ΑΒ=ΔΖ=1,4mκαι ΑΓ=ΖΕ=1,1mσε ποια υπερβολή ενίσχυσης βρισκόταν αρχικά το σημείο Ζ; 

Τα δύο ημικύκλια έχουν ίσες ακτίνες. 

 

Ο ήχος εισέρχεται στο σημείο Α και χωρίζεται σε δύο τμήματα. Ένα που διανύει την διαδρομή Α-Β-Δ-Ζ και 

ένα που διανύει την διαδρομή Α-Γ-Ε-Ζ. 

Η απόσταση r1που διανύει το κύμα κατά την μια κατεύθυνση του θα είναι ίση με: 

1 ( ) ( ) 2( )r R R          

Ενώ η απόσταση r2 είναι ίση με: 

2 ( ) ( ) 2( )r R R          

Οπότε εφόσων ακούγεται στο Ζ μέγιστο πλάτος: 

1 2 2( ) 2( )r r N R R N             

2( ) 2( ) N      (1) 

Μετακινώντας το δεξί κομμάτι της διάταξης κατά 0,2mμεταβάλλεται το r2αλλά όχι το r1. 

2 ( ) ( ) 2 0,2 2( ) 0,4r R R              

Μετά από την μετακίνηση το σημείο Ζ καταλήγει ξανά σε υπερβολή ενίσχυσης, αλλά στην δεύτερη 

υπερβολή ενίσχυσης μετά την αρχική (Ν). Εφόσων η διαφορά των αποστάσεων 1 2r r  μειώνεται, η νέα 

υπερβολή ενίσχυσης θα είναι η (Ν-2). 

1 2 ( 2) 2( ) 2( ) 0,4 2r r N N              (2) 

Οπότε αντικαθιστώντας στην σχέση (2) την σχέση (1):  2 0,4 0,2m       

Οπότε αντικαθιστώντας στην σχέση (1): 

2(1,4 1,1) 0,2 0,6 0,2 3N N N        
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Κεφάλαιο 3ο - Ρευστά 

1. Στην παρακάτω διάταξη η απόσταση μεταξύ των δύο ανώτερων σημείων του ρευστού στις δύο 

κατακόρυφες σωλήνες είναι h=3,2m.  Δίνεται επίσης ότι 1

2

5

3

A

A
 και 

210 /g m s . 

 
Η ταχύτητα κίνησης του ρευστού στο σημείο Γ είναι: 

α. 10m/s   β. 6m/s    γ. 8m/s 

Το ρευστό θεωρείται ιδανικό. 

 

Αφού μας δίνεται η σχέση 1
1 2

2

5 5

3 3

A
A A

A
   ,θα ξεκινήσουμε αντικαθιστώντας στην εξίσωση 

συνέχειας: 

1 1 2 2 2 1 2 2 2 1

5 5

3 3
ή Au A u A u A u u u        (1) 

Εφαρμόζουμε τώρα την εξίσωση Bernoulliανάμεσα στα σημεία Γ και Δ: 

2 2

1 2

1 1

2 2
P gh u P gh u            

Τα δύο σημεία είναι στο ίδιο ύψος άρα hΓ=hΔ.:     
2 2

1 2

1 1

2 2
P u P u      

atmP P gH  
  όπου Η το ύψος της στήλης ρευστού πάνω από το σημείο Γ. 

( )atmP P g H h     

Άρα αντικαθιστούμε: 

2 2

1 2

1 1
( )

2 2
atm atmP gH u P g H h u          

Απλοποιούνται Patm  και ρgH, και μετά απλοποιείται και το ρ από τους όρους που μένουν: 

2 2 2 2

1 2 2 1

1 1 1
( )

2 2 2
u gh u u u gh         

Αντικαθιστούμε και την σχέση (1): 

2 2 2 2

1 1 1 1

25 16 18
( ) 2 2

9 9 16
u u gh u gh u gh       

1 36 6 /u m s 
 

 
 
 
 
 

https://fysikafysikh.files.wordpress.com/2015/07/c-kat-bernoulli-_-oi-dio-solines_1.jpg
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2. Σε βρύση το νερό εξέρχεται από το στόμιο με ταχύτητα uoέχοντας διατομή Αο . Αφού κατέλθει κατά 

h=2,2mκινείται με ταχύτητα έχοντας διατομή Α1. Δίνεται η σχέση που συνδέει τις δύο διατομές 1

0

5

6

A

A
 . Αν 

η διάμετρος της βρύσης είναι δο=6cmη παροχή της βρύσης είναι: 

α. 

3
336 10

m

s
     β. 

3
39 10

m

s
     γ. 

3

90
m

s
   

 

Ξεκινάμε τροποποιώντας την σχέση που δίνεται για τις διατομές 1
1 0

0

5 5

6 6

A
A A

A
   . 

Γράφουμε την εξίσωση συνέχειας για τα δύο αυτά σημεία: 

1 1 0 0 0 1 0 0 1 0

5 6

6 5
ή Au A u A u A u u u         (1) 

 

Εφαρμόζουμε τώρα την εξίσωση Bernoulliανάμεσα στα δύο αυτά σημεία: 

2 2

0 0 0 1 1 1

1 1

2 2
P gh u P gh u         

Επειδή το ρευστό κινείται εκτός σωλήνα η πίεση σε όλα τα σημεία είναι ίση με την ατμοσφαιρική. 

0 1 atmP P P   

Επίσης το h0είναι 2,2mποιο πάνω από το h1. 0 1 2,2h h m   

Άρα αντικαθιστώντας στην παραπάνω σχέση: 

2 2 2 2 2 2

0 1 1 0 1 0

1 1 1
2,2 2,2 ( ) 44

2 2 2
g u u g u u u u           

Αντικαθιστώντας την σχέση (1): 

2 2 2

0 0 0 0

36 11 25 44
44 44 10 /

25 25 11
u u u u m s


        

 

Οπότε τελικά η παροχή της βρύσης είναι : 
22 2 2 3

30
0

(6 10 )
10 9 10

4 4 4

m
A u u u

s


   




         

 

3. Κατακόρυφο ανοικτό δοχείο περιέχει ιδανικό ρευστό με το ανώτερο σημείο του να φθάνει σε ύψος 

Η=4m. Το δοχείοέχει μικρή οπή και το ρευστό που εξέρχεται και φθάνει μέχρι απόσταση ίση με 2mπριν 

πέσει στο έδαφος. Ποια από τις ακόλουθες τιμές μπορεί να είναι η τιμή του βάθους της οπής; 

α. (2 3)h m     β. 3h m    γ. 2 3h m  

 

Η οπή βρίσκεται σε βάθος hοπότε σύμφωνα με την σχέση Torricelliη ταχύτητα εξόδου του ρευστού ισούται 

με 2u gh . 

 

Το ρευστό μέχρι να πέσει στο έδαφος κινείται κατά μια απόσταση (4-h) στον κατακόρυφο άξονα και διανύει 

μια απόσταση 2mστον οριζόντιο άξονα. 

Η κίνηση του ρευστού αφού εξέλθει από την οπή είναι οριζόντια βολή. 

Οπότε προκύπτουν οι εξής σχέσεις: 
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2
2s u t u t t

u
       (1) 

2 21 1
4

2 2
H h g t h g t       (2) 

22 2 2

2

1 1 4 4
4 4 4 1 4 1 0

2 2 4

u gh g
H h g t h g h h h h h

u gh


                  

Λύνουμε την δευτεροβάθμια εξίσωση και προκύπτουν οι δύο λύσεις 
1.2

4 12
2 3

2
h


   m. 

Που βλέπουμε ότι για τις δύο πιθανές τιμές βάθους που ως γνωστόν αν τις προσθέσουμε προκύπτει 

το Η. 
 

 

 

4.Στον σωλήνα Venturiτου σχήματος ρέει νερό .Στην περιοχή του σημείου 1 η διάμετρος του 

σωλήνα είναι 1 20cm   ενώ στην περιοχή του σημείου 2, 2 10cm  με ταχύτητα 2 8m
s

  .Από 

κάτω βρίσκεται ένα μανόμετρο που περιέχει υδράργυρο.Δίνεται 31000
kg

m
   και 

313000
kg

m
   

 
Να βρεθούν: 

α)Η ταχύτητα στην περιοχή 1 

β)Την υψομετρική διαφοράh 
α) Επειδή μας δίνονται οι διάμετροι του σωλήνα στα σημεία 1 & 2 θα βρούμε την σχέση των διατομών στα 

σημεία αυτά. (

2

4


  ) 

Οπότε οι δύο διατομές είναι:  

2

1
1

4


    και  

2

2
2

4


   .              

2

1

21 1
1 22

22 2

4 ( ) 4 4

4






 



      


 

Άρα από την εξίσωση συνέχειας ανάμεσα στα δύο αυτά σημεία: 

2
1 1 2 2 2 1 2 2 14 2 /

4

u
ή Au A u u A u u m s         
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β)  Εφαρμόζουμε τώρα την εξίσωση Bernoulliανάμεσα στα δύο αυτά σημεία: 

2 2

1 1 1 2 2 2

1 1

2 2
P gh u P gh u         

Τα δύο σημεία είναι στο ίδιο ύψος άρα h1=h2 οπότε: 

2 142 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 1

1 1 1 1
16

2 2 2 2

u u
P u P u P u P u      
       (1) 

Επειδή η πίεση είναι για ρευστά, όταν βρίσκονται σε ισορροπία, είναι ίδια για σημεία που βρίσκονται στο 

ίδιο ύψος. Άρα PA=PB.  

1AP P gH   και 
2 ( )BP P g H h gh      . 

Οπότε: 
1 2 ( )A BP P P gH P g H h gh            

1 2 1 2 ( )P P gh gh P P gh              

Αντικαθιστούμε στην (1): 

2 2 2

2 1 2 1 1

1 1 15
( ) 16 ( )

2 2 2
P gh u P u u gh                     

2

115 15 1000 4
0,25

2 ( ) 20 12000

u
h m

g



 



 

 
  

 
 

 
 

Κεφάλαιο 4ο- Στερεό 

1. Στο σχήμα φαίνεται σε τομή το σύστημα δύο ομοαξονικών κυλίνδρων με 

ακτίνες R1, R2 με R1>R2 που μπορεί να περιστρέφεται χωρίς τριβές γύρω από 

οριζόντιο άξονα, ο οποίος συμπίπτει με τον κατά μήκος άξονα συμμετρίας 

των κυλίνδρων. Εξαιτίας των ίσων βαρών w που κρέμονται από τους δύο 

κυλίνδρους, πώς θα περιστραφεί το σύστημα;  

α. σύμφωνα με τη φορά περιστροφής των δεικτών του ρολογιού  

β. αντίθετα προς τη φορά περιστροφής των δεικτών του ρολογιού. 

 

Τα δύο σώματα έχουν ίσες βαρυτικές δυνάμεις αλλά έχουν διαφορετικές ροπές ως προς το στερεό σώμα. 

Αρχικά ισορροπούν τα δύο σώματα ακριβώς πριν αφεθεί ελεύθερο να περιστραφεί. Άρα Τ1=Wκαι T2=W. 

Η ροπή στρέψης θεωρώντας σαν θετική φορά στρέψης την αντίστροφη από την φορά στρέψης των δεικτών 

του ρολογιού. Στ=Τ1΄R1 – T2΄R2 = T1(R1-R2)>0 επειδή R1>R2 .  

Άρα το στερεό σώμα στρέφεται με φορά αντίθετα προς τη φορά περιστροφής των δεικτών του 

ρολογιού. 
 

2.Καλλιτέχνης του πατινάζ περιστρέφεται γύρω από τον άξονά του, χωρίς τριβές. Στην αρχή ο 

καλλιτέχνης έχει τα χέρια απλωμένα και στη συνέχεια τα συμπτύσσει.  

Ο καλλιτέχνης περιστρέφεται πιο γρήγορα, όταν έχει τα χέρια:  

α. απλωμένα                                  β. συνεπτυγμένα.  
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Όταν πλησιάζει τα χέρια του στο σώμα του προκαλείται μείωση της ροπής αδράνειας του γιατί η μάζα μένει 

σταθερή μεν αλλά τα χέρια του ενώ βρίσκονταν σε μια απόσταση από τον άξονα περιστροφής του 

ανθρώπου, πλέον βρίσκονται σε ποιο μικρή απόσταση. Λόγο διατήρησης της στροφορμής του σώματος: 

L L I       


          


 

 

3.Η συνολική ροπή των δύο αντίρροπων δυνάμεων F1 και F2 του σχήματος, που έχουν ίδιο μέτρο, 

είναι 

α.   μεγαλύτερη ως προς το σημείο Κ. 

β.   μεγαλύτερη ως προς το σημείο Μ. 

γ. ανεξάρτητη του σημείου ως προς το οποίο υπολογίζεται. 

 

Έστω x1η απόσταση του σημείου Κ από την F1και x2η απόσταση του σημείου Κ 

από την F2. Η ροπή ως προς το σημείο Κ ισούται με  

ΣτΚ=F2x2 + F1x1 =F1(x1+x2)= F1d 

 

Έστω x3 η απόσταση του σημείου M από την F2 .  

Η ροπή ως προς το σημείο M ισούται με  

ΣτM= -F2x3 + F1 (x3+d) =F1d 

 

Άρα η ροπή των δύο δυνάμεων είναι ανεξάρτητη του σημείου ως προς το σημείο για το οποίο υπολογίζουμε 

την ροπή. Οι δυνάμεις αυτές ονομάζονται ζεύγος δυνάμεων. 

 

 

 

 

 

4. Ο δίσκος του σχήματος κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει σε οριζόντιο επίπεδο. Η ταχύτητα του 

κέντρου του Ο είναι υ0. Το σημείο Α βρίσκεται στην περιφέρεια του δίσκου και το ΑΟ είναι 

οριζόντιο.  

 
Η ταχύτητα του σημείου Α έχει μέτρο  

α.   υΑ = 2υ0.                                           β.   υΑ = 2 υ0.                                      γ.   υΑ = υ0.                      
 

Εφόσον ο δίσκος κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει πρέπει ucm=ω R. 

Όλα τα σημεία του δίσκου έχουν ταχύτητα ucmλόγω της μεταφορικής κίνησης. 

Επίσης έχουν και γραμμική ταχύτητα λόγο της περιστροφικής κίνησης του σώματος u=ω r , η οποία είναι 

εφαπτόμενη στην εκάστοτε κυκλική τροχιά. 

Κατά συνέπεια ταχύτητα σε κάθε σημείο του σώματος: cmu u u   

Στο σημείο Α οι ταχύτητες (επιτρόχια και κέντρου μάζας) είναι κάθετες μεταξύ τους και ίσες σε μέτρο 

επειδή το σημείο Α είναι σημείο της περιφέρειας του σώματος άρα uκ=ωR.=uo . 

Άρα τελικά η ταχύτητα του σημείου Α έχει μέτρο:   

2 2 2A o o ou u u u    
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5.Ένας κύβος και μία σφαίρα ίδιας μάζας αφήνονται να κινηθούν από το ίδιο ύψος δύο 

διαφορετικών κεκλιμένων επιπέδων. Ο κύβος ολισθαίνει χωρίς τριβές στο ένα και η σφαίρα 

κυλίεται χωρίς ολίσθηση στο άλλο. Για τις ταχύτητες του κύβου και του κέντρου μάζας της 

σφαίρας στη βάση των κεκλιμένων επιπέδων ισχύει ότι  

α. μεγαλύτερη είναι η ταχύτητα του κύβου.  

β. μεγαλύτερη είναι η ταχύτητα της σφαίρας.  

γ. οι ταχύτητες είναι ίσες.  
 

Για τον κύβο ο οποίος εκτελεί μόνο μεταφορική κίνηση: 

ΣF=m αcm,κ → Wx= m αcm,κ 
 

Για την σφαίρα η οποία εκτελεί και μεταφορική και στροφική κίνηση η οποίες γίνονται χωρίς να 

παρουσιάζεται ολίσθηση: 

,
,

, ,

, , ,2

cm

cm x cm

R
cm

F m W T m

I R Ia a
R


 

  




      

 

 


    


     

 

Με αντικατάσταση της στατικής τριβής στην παραπάνω σχέση για την σφαίρα ή με πρόσθεση κατά μέλη 

των δύο παραπάνω σχέσεων: 

,2
( )x cm

I
W m

R
   

Άρα με σύγκριση προκύπτει ότι ο κύβος έχει μεγαλύτερη επιτάχυνση κέντρου μάζας από την σφαίρα. 

Άρα εφόσον αφήνονται και οι δύο από το ίδιο ύψος το κύβος θα φθάσει στην βάση του κεκλιμένου επιπέδου 

με μεγαλύτερη ταχύτητα. 

 

 

 

6.Ένας δίσκος  Δ1  με  ροπή  αδράνειας  Ι1 στρέφεται με γωνιακή ταχύτητα  ω1 και φορά περιστροφής όπως 

φαίνεται στο σχήμα, γύρω από σταθερό  κατακόρυφο  άξονα  που  διέρχεται  από  το  κέντρο  του και  είναι 

κάθετος στο επίπεδό του.  

 

 

 

 

 

 

Ένας  δεύτερος  δίσκος  Δ2  με  ροπή  αδράνειας  Ι2 = 
4

1I
, που  αρχικά είναι ακίνητος, τοποθετείται πάνω 

στο δίσκο Δ1, ενώ αυτός περιστρέφεται,  έτσι  ώστε  να  έχουν  κοινό  άξονα  περιστροφής,  που  διέρχεται  

από  τα κέντρα των δύο δίσκων, όπως δείχνει το σχήμα.  

Μετά από λίγο οι δύο δίσκοι αποκτούν κοινή γωνιακή ταχύτητα  ω. 

Η κοινή γωνιακή ταχύτητα ω των δύο δίσκων είναι  

α.    15

1
= ωω .                                  β.   15

4
= ωω .                                γ.  15

2
= ωω . 
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Από αρχή διατήρησης της στροφορμής του συστήματος των δύο δίσκων. 

1 1 2 1 2 1 1 1 2 1 1 1 1

1
0 ( ) ( )

4
L L                              

1 1 1 1

5 4

4 5
         

 

7.Το καρούλι του διπλανού σχήματος έχει ακτίνα R και στο 

εσωτερικό του κύλινδρο ακτίνας r είναι τυλιγμένο λεπτό νήμα το 

οποίο κρατάμε οριζόντιο από το άκρο του Α. Αν μετατοπίσουμε το 

άκρο του Α κατά s, διατηρώντας το νήμα οριζόντιο καθώς το 

τραβάμε, τότε το καρούλι κατά την κίνηση του, στην οποία δεν 

παρουσιάζεται ολίσθηση, θα μετατοπιστεί κατά: 

 α. 
r

s
R r

 β. 
R

s
R r

 γ. 
r

s
R

  δ. 
R r

s
R r




 

 

Πρέπει να βρούμε την μετατόπιση του κέντρου μάζας για το καρούλι όταν το σημείο Α έχει μετατοπιστεί 

κατά SA=S. 

Για το σημείο Α:  A cmu u r  =>
A cma a a r   

Επειδή η κύλιση είναι χωρίς ολίσθηση: cma
R




  

Άρα για την μετατόπιση του σημείου Α:  
2 2

0

1 1

2 2
A A A As u t a t s a t     

Ενώ για την μετατόπιση του κέντρου μάζας: 
2 2

0

1 1

2 2
cm cm cm cms u t a t s a t     

Άρα: 
2 21 1

( )
2 2

A cm cms a a r t s a rt      

Οπότε :     

2 2 21 1 1
( )

2 2 2
A cm cm cm cm cm cm

r r
s a a r t s a rt s a t s s

R R
          

A cm cm A

R r R
s s s s

R R r


  


 

 

8.Η ομογενής ράβδος AB του σχήματος μπορεί να περιστρέφεται χωρίς τριβές γύρω από τον άξονα 

συμμετρίας (ξ) του σχήματος. Οι δύο σφαίρες Σ
1
, Σ

2 
μάζας m καθεμιά μπορούν να μετακινούνται κατά 

μήκος της ράβδου. Η ράβδος ξεκινά να περιστρέφεται  

 

α. πιο εύκολα στη θέση 1.  

β. πιο εύκολα στη θέση 2.   
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γ. το ίδιο εύκολα και στις δύο περιπτώσεις.  

 

Όταν οι δύο σφαίρες είναι τοποθετημένες όπως είναι στην θέση 1 είναι ποιο κοντά στον άξονα περιστροφής 

τους άρα έχουν ποιο μικρή ροπή αδράνειας σε σχέση με την θέση 2 γιατί η ροπή αδράνειας υπολογίζεται 

από την σχέση. Ι = Σ (mi ri
2 ). Άρα στην θέση 1 έχει μικρότερη ροπή αδράνειας άρα περιστρέφεται ποιο 

εύκολα σε σχέση με την θέση 2. 

 

9.Στη θέση Α οριζόντιου δίσκου βρίσκεται ένα παιδί και το σύστημα παιδί - δίσκος περιστρέφεται χωρίς 

τριβές, με γωνιακή ταχύτητα ω, γύρω από κατακόρυφο άξονα που διέρχεται από το κέντρο του δίσκου Ο. 

 
Αν το παιδί μετακινηθεί από τη θέση Α στη θέση Β του δίσκου (σχήμα), τότε η γωνιακή ταχύτητα του 

δίσκου 

α.  θα αυξηθεί.                                 β.  θα παραμείνει η ίδια.                                 γ.  θα μειωθεί. 

 

Η στροφορμή του συστήματος Δίσκος-Παιδί διατηρείται σταθερή άρα: 

ύ ύL L I m u d I m u d                 

2 2

ύ ύI m d I m d               

2 2( ) ( ) OA OBd d

ύ ύI m d I m d        

         

 

 

10.  Στο σχήμα φαίνεται ένας ομογενής συμπαγής κυκλικός δίσκος (Ι) και ένας ομογενής συμπαγής 

κυκλικός δακτύλιος (ΙΙ), που έχουν την ίδια ακτίνα και την ίδια μάζα.  

 

 

 

 

 

Κάποια χρονική στιγμή ασκούνται στα σώματα αυτά δυνάμεις ίδιου μέτρου, εφαπτόμενες στην 

περιφέρεια. Οι γωνιακές επιταχύνσεις που θα αποκτήσουν θα είναι  

α.  α
I 
= α

ΙΙ
.                            β.  α

I 
<α

ΙΙ
.                                 γ.  α

I 
>α

ΙΙ
.  

 

Εφόσον τα δύο σώματα έχουν ίδια ακτίνα και ίδια μάζα τότε η ροπή αδράνειας του σώματος ΙΙ 

είναι μεγαλύτερη γιατί όλη η μάζα του είναι συγκεντρωμένη στην περιφέρεια του σώματος. 

I III I  

Εφόσον ασκούνται και στα δύο σώματα δυνάμεις ίδιου μέτρου τότε από τον Θεμελιώδη Νόμο 

Στροφικής Κίνησης   Στ = Ι αγ 

Για το σώμα Ι: ,1IFR I a  

Για το σώμα ΙΙ: ,2IIFR I a  
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Άρα 
.2 .2

,1 ,2 ,2 ,1

,1 ,1

1I III II
I II

II

a aI
I a I a a a

I a a

 

   

 


        

 

11.Ομογενής σφαίρα μάζας m και ακτίνας R κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει σε οριζόντιο επίπεδο. Η 

ταχύτητα του κέντρου μάζας της σφαίρας είναι υ
cm

. Η ροπή αδράνειας της σφαίρας ως προς άξονα 

που διέρχεται από το κέντρο μάζας της είναι I
cm

= 
5

2
mR

2 

.  

Η ολική κινητική ενέργεια της σφαίρας είναι  

α.   2

cmmυ
5

2
.                     β.   

10

7 2

cmmυ .                    γ.   2

cmmυ
10

9
. 

Η ολική κινητική ενέργεια είναι το άθροισμα της κινητικής ενέργειας λόγο μεταφορικής κίνησης 

μαζί με την κινητική ενέργεια λόγο περιστροφικής κίνησης.  

Άρα: 2 2 2 2 2

, ,

1 1 1 1 2

2 2 2 2 5
K K K cm cmE E E mu I mu mR         

Η σφαίρα κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει άρα ucm=ωR . 

2 2 2 2 21 1 1 1 7
( )

2 5 2 5 10
K cm cm cm cmE mu m R mu mu mu      

 

12.  Τρεις σφαίρες αμελητέων διαστάσεων που η κάθε μία έχει την ίδια μάζα m, συνδέονται μεταξύ 

τους με ράβδους αμελητέας μάζας και μήκους L, όπως φαίνεται στο σχήμα. 

 

 

 

 

 

 

Το σύστημα περιστρέφεται σε οριζόντιο επίπεδο γύρω από κατακόρυφο άξονα που διέρχεται από 

μία από τις σφαίρες. 

Η ροπή αδράνειας του συστήματος ως προς αυτόν τον άξονα είναι: 

α. mL2β. 2mL2γ. 3mL2 

Η ροπή αδράνειας του συστήματος θα είναι ίση με: 1 2 3I I I I     

Εφόσον ο άξονας περιστροφής διέρχεται από την μία από τις τρεις ίσες σφαίρες άρα η μία από τις 

τρεις ροπές είναι μηδενική. Οι άλλες δύο σφαίρες απέχουν απόσταση ίση με L και έχουν μάζα m.  

Άρα η συνολική ροπή αδράνειας είναι:  2 2 2

1 2 3 0 2I I I I mL mL mL         

 

13. Η ομογενής ράβδος του διπλανού σχήματος βάρους W και 

μήκους L ισορροπεί ακίνητο με το πάνω άκρο της να ακουμπά σε 

λείο κατακόρυφο τοίχο ενώ το κάτω άκρο της σε τραχύ επίπεδο.  

Η οξεία γωνία που σχηματίζει η ράβδος με το δάπεδο ισούται με φ, 

ενώ η δύναμη F  που δέχεται από το δάπεδο έχει μέτρο 
5

4

W
 . 

Α. Το μέτρο της δύναμης που δέχεται η ράβδος από τον 

κατακόρυφο τοίχο ισούται με: 

i. 
3

4

W
   ii.  

4

5

W
  iii.  

5

6

W
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Β. Για την οξεία δύναμη φ ισχύει: 

i.  
1

2
    ii.   1    iii.   

2

3
   

 

Α. Εφόσον ισορροπεί η ράβδος πρέπει να ισχύουν ΣFx=0 ΣFy=0 και Στ=0 

Η δύναμη που ασκείται από τον τοίχο στο σημείο Λ είναι οριζόντια γιατί ο κατακόρυφος τοίχος 

είναι λείος. Άρα στον οριζόντιο άξονα ασκούνται μόνο η Ν (στο σημείο Λ) και η Fx(οριζόντια 

συνιστώσα της δύναμης F). Στον κατακόρυφο άξονα υπάρχουν οι δυνάμεις του βάρους της ράβδου 

Wκαι η Fy(κατακόρυφη συνιστώσα της δύναμης F). 

Άρα από συνθήκη ισορροπίας κατά τον κατακόρυφο άξονα: 0 0y y yF W F F W        

Από την δύναμη Fπροκύπτουν οι δύο κάθετες συνιστώσες της Fxκαι Fy. 

Οπότε:  2 2 2 2 2 2 2 2 25 25
( )

4 16
x y x x

W
F F F F W F W W         

2 29 3

16 4
x xF W F W    

Από την συνθήκη ισορροπίας κατά τον οριζόντιο άξονα: 
3

0 0
4

x x xF N F N F W         

Β. Ως προς το σημείο Κ πρέπει λοιπόν η συνισταμένη των ροπών να είναι μηδενική. 

Άρα 
3

( ) 0 0 0
2 2 4

L L
W L W WL              

2

3





   

 

14.  Ο τροχός του παρακάτω σχήματος έχει βάρος Qκαι ακτίνα R και 

πρόκειται να ανεβεί το σκαλοπάτι ύψους 
5

R
h  . Για τον σκοπό αυτό 

ασκούμε δύναμη F  εφαπτομενικά στον τροχό σε σημείο αντιδιαμετρικό 

του σημείου Κ επαφής του τροχού με το σκαλί. Για να ανέβει ο τροχός το 

σκαλοπάτι θα πρέπει το μέτρο της δύναμης F να ικανοποιεί την σχέση: 

i. F > 0,3W            ii. F > 0,5 W              iii.F> 0,8 W 

 

Θα πρέπει η ροπή της δύναμης F  ως προς το Κ να είναι μεγαλύτερη από την ροπή του Wως προς 

το Κ.  2F W xF R WR    (1) 

Όπου Rxη οριζόντια απόσταση κέντρου μάζας του τροχού και του σημείου Κ. 

2 2 2 2 2 2 2 2 216 9
( ) ( )

5 25 25
x x

R
R R R h R R R R R R           

Άρα: 
3

5
R R   

Άρα αντικαθιστώντας στην (1) :   
3

10
F W
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15. Στο διπλανό σχήμα φαίνεται μια ομογενής ράβδος μήκους Lκαι βάρους W, που μπορεί να 

περιστρέφεται γύρω από οριζόντιο άξονα ο οποίος διέρχεται από το 

άκρο της Ο και είναι κάθετος σε αυτή. Η ράβδος ισορροπεί 

οριζόντια με τη βοήθεια του κατακόρυφου, αβαρούς μη εκτατού 

νήματος. Ένα σώμα βάρους 
1

4

W
W  μπορεί να μετακινείται πάνω 

στην ράβδο. Το μέτρο της τάσης του νήματος σε συνάρτηση με την 

απόσταση xαπό το άκρο Ο της ράβδου δίνεται από την σχέση: 

i.
1

( )
2 2 2

W x
T

L
  για 0 ≤χ≤Lii. (1 )

2 2

W x
T

L
  για 0 ≤χ≤Liii. 

(1 )
2

x
T W

L
  για 0 ≤χ≤L 

 

Το σώμα κινείται πάνω στην ράβδο κατά τον οριζόντιο άξονα, στον κατακόρυφο άξονα ισορροπεί 

άρα 
10yF N W     

Όπου Ν η δύναμη που δέχεται το σώμα από την ράβδο. Λόγο δράσης-αντίδρασης ασκείται στην 

ράβδο δύναμη Ν΄ ίσου μέτρου αντίθετης φοράς (άρα με φορά προς τα κάτω). 

Η ράβδος ισορροπεί άρα ΣFx, ΣFy και Στ=0 . 

Από Στ=0 ως προς το σημείο Ο. 

0 (1 )
2 2 4 2 2

L W W x W x
TL W N x T

L L
         

 

16.  Ομογενής κύλινδρος μάζας Μ και ύψους hέχει ροπή αδράνειας 

21

2
I MR  ως προς άξονα που διέρχεται από το κέντρο μάζας του 

και είναι κάθετος με την κυκλική του επιφάνεια.. 

Αν αφαιρέσουμε ένα κυλινδρικό τμήμα ακτίνας rαπό το κέντρο του 

κυλίνδρου να βρεθεί η τότε ροπή αδράνειας του. 

 

Επειδή είναι ομογενής ο κύλινδρος η πυκνότητα του είναι σταθερή. 

Άρα : 

2
2

2 2 2

V R h

R r

m m m r
m M

V V V R h r h R

 
 

 
         

 

Η ροπή αδράνειας του νέου στερεού σώματος θα είναι: 
2 4

2 2 2 2 2

2 2

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2
r

r r
I I I MR mr MR M r MR M

R R
          

Άρα   
4

2

4

1
(1 )

2

r
I MR

R
    

17.  Σε μια ομογενής σφαίρα ακτίνας Rκαι μάζας M με ροπή αδράνειας που υπολογίζεται από την 

σχέση 22

5
I MR  για άξονα περιστροφής που διέρχεται από το κέντρο μάζας της αφαιρείται το 

σφαιρικό κομμάτι που απέχει απόσταση rαπό το κέντρο μάζας της. Να βρεθεί η νέα ροπή 

αδράνειας του στερεού. 
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Επειδή είναι ομογενής η σφαίρα η πυκνότητα της είναι σταθερή. 

Άρα    
34 3

3
3

3 34 4

3 3

V R

R r

m m m r
m M

V V V R
R r



 

 

 
         

Η ροπή αδράνειας του νέου στερεού σώματος θα είναι: 
3 5

2 2 2 2 2

3 3

2 2 2 2 1 1

5 5 5 5 2 2
r

r r
I I I MR mr MR M r MR M

R R
          

Άρα τελικά   
5

2

5

1
(1 )

2

r
I MR

R
  

 
 
 

 

Κεφάλαιο 5ο- Κρούσεις – Doppler 
1.Ανάμεσα σε δύοπαράλληλους τοίχους ΑΓ καιΒ∆,υπάρχειλείο οριζόντιο δάπεδο. Τα  ευθύγραμμα  

τμήματα  ΑΒ και  Γ∆  είναι κάθετα στους  τοίχους. Σφαίρα Σ1κινείται πάνω στο   δάπεδο, με 

σταθερή ταχύτητα, μέτρουυ, παράλληλη στους  τοίχους και  καλύπτει τη διαδρομή από   το  ΑΒ  

μέχρι το  Γ∆  σε  χρόνο  t1.Στη  συνέχεια  δεύτερη σφαίρα  Σ2που  έχει  ταχύτητα  μέτρου  υ   

συγκρούεται  ελαστικά  με  τον  ένα  τοίχο υπό  γωνία  φ = 60οκαι  ύστερα από διαδοχικές 

ελαστικές κρούσεις  με  τους τοίχους, καλύπτει τη διαδρομή από το ΑΒ μέχρι το  Γ∆  σε  χρόνο  t2.  

Οι  σφαίρες   εκτελούν μόνο μεταφορική κίνηση.   

 

 

 

 

 

 

 
Tότε  θα  ισχύει:   

α.  t2 = 2t1.                                     β.  t2 = 4t1.                                       γ.  t2= 8t1. 

 

Εφόσον οι κρούσεις της σφαίρας Σ2 με τα τοιχώματα είναι ελαστικές δεν αλλάζει το μέτρο της 

ταχύτητας μετά από κάθε κρούση. Επίσης επειδή τα δύο τοιχώματα είναι παράλληλα μετά από 

κάθε κρούση η σφαίρα ανακλάται με γωνία ίση με 30ο ως προς την κάθετη στην επιφάνεια. Άρα η 

οριζόντια συνιστώσα της ταχύτητας κατά την κίνηση της σφαίρας Σ2 είναι σταθερή και είναι ίση με  

60
2

x

u
u u    

Οι δύο σφαίρες μέχρι να εξέλθουν από το ΓΔ έχουν διανύσει την ίδια οριζόντια απόσταση x1=x2 (1) 

1 1x ut  

2 2 2 2
2

x

u
x u t x t    

Λόγο της (1):  1 2 2 12
2

u
ut t t t  
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2.Δύο σώματα με μάζες m1=2kg και m2=3kg κινούνταιχωρίς τριβές 

στο ίδιο οριζόντιο επίπεδο και σε κάθετεςδιευθύνσεις με ταχύτητες 

υ1= 4
s

m
 και υ2= 2

s

m
 (όπως στο σχήμα) και συγκρούονται 

πλαστικά. 

 

 

 

 

Η κινητική ενέργεια του συσσωματώματος είναι 

α.5 J.                                       β.10 J.                                        γ. 20 J. 

 

Έχουμε πλαστική κρούση οπότε εφαρμόζουμε διατήρηση της ορμής αλλά επειδή έχουμε ορμή και 

στους δύο άξονες την εφαρμόζουμε και για τους δύο άξονες: 

ΑΔΟ(xx΄): 

1 1 2 1 2

8
0 ( ) 8 5 /

5
x x xm u m m m u u u m s        

ΑΔΟ(yy΄) 

1 2 2 1 2

6
0 ( ) 6 5 /

5
y y ym m u m m u u u m s        

 

Άρα η ταχύτητα του συσσωματώματος αμέσως μετά την κρούση είναι ίση με: 

2 2 64 36 100
2 /

25 25 25
x yu u u m s        

 

Οπότε η κινητική ενέργεια του συσσωματώματος είναι: 2 2

1 2

1 1
( ) 5(2 ) 10

2 2
K m m u J     

Β τρόπος: 

Διατήρηση ορμής: 

pαρχ=pτελ=>
2 2

1 1 2 2 1 2 1 2( ) ( ) 2 64 36 10
2

m
p m u m u m m u u kg

s



       

1 2( ) 10 2 /p m m u u m s        

2 2

1 2

1 1
( ) 5(2 ) 10

2 2
K m m u J     

 

3.Δύο σώματα, το Α με μάζα m
1 

και το Β με μάζα m
2
, είναι διαρκώς σε επαφή και κινούνται σε λείο 

οριζόντιο επίπεδο με την ίδια ταχύτητα υ. Τα σώματα συγκρούονται κεντρικά με σώμα Γ μάζας 

4m
1
, το οποίο αρχικά είναι ακίνητο. 
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Μετά την κρούση το Α σταματά, ενώ το Β κολλάει στο Γ και το συσσωμάτωμα αυτό κινείται με 

ταχύτητα υ/3. Τότε θα ισχύει: 

α.  2=
2

1

m

m
.                                     β.  

2

1
=

2

1

m

m
.                                       γ.  1=

2

1

m

m
. 

 

Από ΑΔΟ: 
1 2 2 1 1 2 2 1 1 2

4 2
( ) ( 4 )

3 3 3 3 3

u u u u u
m m u m m m u m u m m m m          

1

2

2
m

m
  

 

4.Ακίνητο σώμα Σ μάζας Μ βρίσκεται πάνω σε λείο οριζόντιο επίπεδο. Βλήμα μάζας m κινείται 

οριζόντια με ταχύτητα υ =100
s

m
 σε διεύθυνση που διέρχεται από το κέντρο μάζας του σώματος Σ 

και σφηνώνεται σ’ αυτό.  

Αν η ταχύτητα του συσσωματώματος αμέσως μετά την κρούση είναι V =2
s

m
, τότε ο λόγος των 

μαζών 
m

M
 είναι ίσος με 

α.   50.                               β. 25

1
.                                  γ.   49.  

 

ΑΔΟ: pαρχ=pτελ => ( ) 100 ( )2 100 2 2 2 98mu M m V m M m m M m M m           

Άρα 49
M

m
  

 

5.Ένα αυτοκίνητο Α μάζας Μ βρίσκεται σταματημένο σε κόκκινο φανάρι. Ένα άλλο αυτοκίνητο Β 

μάζας m, ο οδηγός του οποίου είναι απρόσεκτος, πέφτει στο πίσω μέρος του αυτοκινήτου Α. Η 

κρούση θεωρείται κεντρική και πλαστική. Αν αμέσως μετά την κρούση το συσσωμάτωμα έχει το 

3

1
 της κινητικής ενέργειας που είχε αμέσως πριν την κρούση, τότε θα ισχύει:  

α.   .
M

m

6

1
                           β.   .

M

m

2

1
                         γ.   .

M

m

3

1
  

 

Εφόσον η κινητική ενέργεια του συσσωματώματος είναι ίση με το 1/3 της αρχικής ενέργειας. 

2 2 2 21 1 1 1
( ) ( )

2 3 2 3
M m u mu M m u mu      (1) 

Από διατήρηση της ορμής: 

( )
m

mu M m u u u
M m

    


(2) 

Αντικαθιστούμε την (2) στην (1): 
2

2 2 2 21 1 1
( )( )

3 3 3

m m m
M m u mu u mu

M m M m M m
      

  
3M m m   
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Άρα: 
1

2

m

M
  

 

6. Δύο σώματα ίσων μαζών συγκρούονται έκκεντρα και ελαστικά με το ένα σώμα να κινείται με 

ταχύτητα uκαι το δεύτερο να ηρεμεί αρχικά. Να βρεθεί η γωνία που σχηματίζουν οι ταχύτητες των 

δύο σωμάτων μετά την κρούση.  

 

Από ΑΔΟ: 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) 2 2p p mu mu mu m u u m u m u m u m u u                    

2 2 2

1 2 1 22u u u u u       (1) 

Από ΑΔΕ αφού είναι ελαστική η κρούση: 

2 2 2 2 2 2

1 2 1 2

1 1 1

2 2 2
mu mu mu u u u        (2) 

Αντικαθιστώντας στην (1) την (2). 0
2

rad


     

 

 

 

7.Ένας παρατηρητής κινείται με σταθερή ταχύτητα υΑπρος ακίνητη σημειακή ηχητική πηγή. Οι 

συχνότητεςπου αντιλαμβάνεται ο παρατηρητής, πριν και αφούδιέλθει από την ηχητική πηγή, 

διαφέρουν μεταξύ τουςκατά
10

sf
, όπου fs η συχνότητα του ήχου που εκπέμπει ηηχητική πηγή. Αν υη 

ταχύτητα διάδοσης του ήχου στοναέρα, ο λόγος
υ

υΑ είναι ίσος με: 

α.10.β.
10

1
.                                                  γ.

20

1
. 

 

Καθώς ο παρατηρητής πλησιάζει προς την πηγή ακούει ήχο συχνότητας: 
,1

A
A s

u u
f f

u


  

Καθώς ο παρατηρητής απομακρύνεται από την πηγή ακούει ήχο συχνότητας: 
,2

A
A s

u u
f f

u


  

Προφανώς ,1 ,2A Af f  αφού έχουν ίδιο παρανομαστή αλλά η πρώτη συχνότητα έχει μεγαλύτερο 

αριθμητή. Η διαφορά του είναι ίση με 
10

sf
άρα  

,1 ,2

2 1 2

10 10 10 10

s sA A A
A A s s A

f fu u u u u
f f f f u u

u u u

 
        
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8.Αυτοκίνητο  με  ταχύτητα  υA=
10

υ
(όπου  υ  η  ταχύτητατου  ήχου  ως  προς  τον  ακίνητο  αέρα)  

κινείταιευθύγραμμα  προς  ακίνητο  περιπολικό.  Προκειμένου  ναελεγχθεί η ταχύτητα του 

αυτοκινήτου εκπέμπεται από τοπεριπολικό ηχητικό κύμα συχνότηταςf1. Το κύμα, αφού ανακλαστεί 

στο αυτοκίνητο, επιστρέφει στο περιπολικόμε συχνότηταf2.  

Ο λόγος των συχνοτήτων
1

2

f

f
 είναι 

α.  
9

11
.                                                   β.  

10

11
.                                                  γ.  

11

9
. 

 

Το αυτοκίνητο δέχεται το ηχητικό κύμα συχνότητας f1 και το επανεκπέμπει. 

Η συχνότητα που φθάνει στο κινούμενο αυτοκίνητο:
1 1

11

10

A
A

u u
f f f

u


   

Στην συνέχεια το αμάξι δρα σαν εκπομπός ήχου συχνότητας fA. 

Η συχνότητα που φθάνει στο περιπολικό είναι f2. 

2 1 1

10 10 11 11

9 9 10 9
A A

A

u
f f f f f

u u
   


 

Άρα  2

1

11

9

f

f
  
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Λυμένες Ασκήσεις 

1. Κατακόρυφο ελατήριο –Ταλάντωση 

Σώμα Σ1 μάζας m1=0,5 Kg είναι δεμένο στο κάτω άκρο κατακόρυφου ιδανικού 

ελατηρίου σταθεράς k=50N/m του οποίου το άλλο άκρο είναι στερεωμένο σε 

ακλόνητο σημείο. Από το σώμα Σ1 κρέμεται άλλο σώμα Σ2 μάζας m2=l Kg με 

αβαρές νήμα, όπως φαίνεται στο σχήμα. Το σύστημα αρχικά ισορροπεί. Αν κάποια 

στιγμή κόψουμε το νήμα που συνδέει τα δυο σώματα: 

α. να αποδείξετε ότι το σώμα Σ1  θα εκτελέσει απλή αρμονική ταλάντωση και να 

υπολογίσετε την περίοδο της ταλάντωσης 

β. να υπολογίσετε το μέτρο της μέγιστης ταχύτητας του σώματος Σ1 

γ. να γράψετε την εξίσωση της απομάκρυνσης του σώματος Σ1 από τη θέση ισορ-

ροπίας του σε συνάρτηση με το χρόνο, θεωρώντας ως αρχή των χρόνων τη στιγμή 

που κόπηκε το νήμα και ως θετική τη φορά προς τα πάνω 

δ. να υπολογίσετε το λόγο της δυναμικής ενέργειας της ταλάντωσης του συστήμα-

τος προς τη δυναμική ενέργεια ελατηρίου τη στιγμή που κόψαμε το νήμα. 

 

α. Αρχικά θα υπολογίσουμε την επιμήκυνση του ελατηρίου ως προς το φυσικό του μήκος. Πριν κοπεί το 

νήμα το σύστημα ελατήριο-Σ1-Σ2 ισορροπούσε: 

1 2
1 2

( ) 15
0 ( ) 0,3

50
o o

m m g
F kx m m g x m

k


          

Αφού κοπεί το νήμα ξεκινάει το σώμα Σ1 την ταλάντωση του ως προς την νέα θέση ισορροπίας του. 

Πρέπει πρώτα να βρούμε σε ποια θέση ισορροπεί το Σ1 ως προς το φυσικό μήκος τους ελατηρίου: 

1
1

5
0 0,1

50
o o

m g
F kx m g x m

k
          

Για να δείξουμε ότι εκτελεί Α.Α.Τ. πρέπει να δείξουμε ότι σε μια τυχαία θέση ΣF= -Dx  .  

Άρα σε μια τυχαία θέση:  

1

1 1 1( ) om g kx

o oF W F m g k x x m g kx kx F kx

              

Άρα το σώμα εκτελεί ΑΑΤ με D=k. 

1 0,5 2
2 2 sec

50 10 5

m
T

D

 
      

β. Η μέγιστη ταχύτητα του σώματος είναι maxu A  

1

100 10 /
D

r s
m

     ή  
2 2

10 /

5

r s
 




  


 

Όταν κόβεται το νήμα το σώμα βρίσκεται σε ακραία θέση άρα η απομάκρυνση του από την θέση ισορροπίας 

του είναι το πλάτος της ταλάντωσης του. Άρα 0,2o oA x x m    

Ή ποιο αναλυτικά από ΑΔΕ   
2 2 21 1 1

2 2 2
DA mu Dx   

Όταν κόβεται το νήμα το Σ1 είναι ακίνητο άρα u=0m/s, η απομάκρυνση του σώματος από την θέση 

ισορροπίας του είναι 0,2o ox x x m    

Άρα αντικαθιστώντας:  2 21 1
0,2 0,2

2 2
DA D A m    

Άραumax=2m/s 

γ. Πρέπει να βρούμε το φο (αρχική φάση). Την t=0s,  y(0)= -A (αφού έχει θεσπιστεί θετική φορά 

προς τα πάνω) 
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Άρα ( 0 ) 1 ( )
2

A A  


             

1

0

3
2

2 2

3
2 ( )

2 2



 



 

 
  

 
   





   

     

 

3
( ) 0,2 (10 )

2
y t t


  στο S.I. 

δ. 

2
2

2
2

1
0,2 42

1 0,3 9

2

D k

o

DA
U U

U U
kx

 

 

     

2. Συμβολή Κυμάτων 

Δύο σύγχρονες πηγές κυμάτων Π1 και Π2 βρίσκονται στα σημεία Α και Β αντίστοιχα της ελεύθερης 

επιφάνειας νερού και προκαλούν όμοια εγκάρσια κύματα που διαδίδονται με ταχύτητα U= 0,5 m/s. Ένα 

σημείο Κ της επιφάνειας του νερού βρίσκεται πάνω στο ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ και απέχει από τα Α και Β 

αποστάσεις (ΑΚ) = r1 και (ΒΚ) = r2 με r1> r2. Το σημείο Κ είναι το πλησιέστερο προς το μέσο Μ του ΑΒ 

που ταλαντώνεται με μέγιστο πλάτος. Η απομάκρυνση του σημείου Κ από τη θέση ισορροπίας λόγω της 

συμβολής των κυμάτων περιγράφεται σε συνάρτηση με το χρόνο t από την εξίσωση: 
2

0,2 [5 ( )
3 3

t
y     

(S.I)  

Να υπολογιστούν: 

α.    Η περίοδος, το μήκος κύματος και το πλάτος των κυμάτων που συμβάλλουν.  

β.    Η απόσταση ΑΒ των δύο πηγών. 

γ.    Οι αποστάσεις r1 και r2 του σημείου Κ από τα σημεία Α και Β.  

δ.    Ο αριθμός των σημείων του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ που λόγω της συμβολής έχουν πλάτος ίσο με το 

πλάτος της ταλάντωσης του σημείου Κ.  

 

α. 
1 2

2
2 ( ( ))Ky A t r r

 



  


 

2 5 10
0,2 [5 ( ) 0,2 ( )

3 3 3 3
K

t
y t

 
       

Άρα συγκρίνοντας: Α=0,1m ,
2 5 6

sec
3 5

 
  


 ,  

1 2 1 2

10 10
( )

3 3
r r r r

 



      

Από θεμελιώδη νόμο της κυματικής 
5

0,5 0,6
6

u f m        

β. Η απόσταση AB είναι ίση με το άθροισμα των αποστάσεων r1 και r2.  Άρα 

1 2

10 10 6
( ) 2

3 3 10
AB r r m      

γ. Εφόσον το σημείο Κ γνωρίζουμε ότι είναι το πλησιέστερο σημείο με μέγιστο πλάτος και r1> r2 
1

1 2 1 2

Nr r r r        

1 2r r    και 
1 2

10

3
r r    

Προσθέτουμε κατά μέλη και :  0,6

1 1

13
2 1,3

3

mr r m     
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Άρα 2 2 1,3 0,7r m    

δ. Να βρεθεί ο αριθμός των σημείων που έχουν πλάτος 2Α. Άρα τα σημεία ενίσχυσης. 

1 2 0,6x x N N    

1 2 ( ) 2x x AB m    

Άρα 1 12 2 0,6 1 0,3x N x N      

1

10 10
0 2 0 1 0,3 2 1 0,3 1

3 3
x N N N             

Άρα 7 σημεία. Για Ν:  -3 , -2 , -1 , 0 , 1 , 2 , 3 

 

 

 
3. Στάσιμο Κύμα 

Σε μια χορδή δημιουργείται στάσιμο κύμα, η εξίσωση του οποίου είναι ημ20πt.
4

xπ
συνy 10= ,όπου x, y δίνονται 

σε cm και t σε s. Να βρείτε:  

α.   το μέγιστο πλάτος της ταλάντωσης, τη συχνότητα και το μήκος κύματος.  

β.   τις εξισώσεις των δύο κυμάτων που παράγουν το στάσιμο κύμα.  

γ.  την ταχύτητα που έχει τη χρονική στιγμή t=0,1 s ένα σημείο της χορδής το οποίο απέχει 3 cm από το σημείο 

x=0.  

δ.  σε ποιες θέσεις υπάρχουν κοιλίες μεταξύ των σημείων x
Α
=3 cm και x

B
=9 cm.  

Δίνονται: π=3,14   και  .
2

2
-=

4

3π
συν  

α.  ημ20πt.
4

xπ
συνy 10=  η εξίσωση στάσιμου κύματος είναι 

2 2
2

x t
y A

 
 





 

Άρα 2Α=10cm→A=5cm,  
2

8
4

cm
 




    ,  
2

20 0,1sec 10f Hz


     


 

β. Το κύμα που διαδίδεται κατά την θετική φορά: 2 ( ) 0,05 2 (10 12,5 )
t x

y A t x
T

   


      

Το κύμα που διαδίδεται κατά την αρνητική φορά: 2 ( ) 0,05 2 (10 12,5 )
t x

y A t x
T

   


      

γ. Βρίσκουμε την απομάκρυνση του σημείου αυτού την συγκεκριμένη χρονική στιγμή.  

3 1 2
( 3 , 0,1 ) 10 20 10( ) 2 0

4 10 2
y x cm t s cm


           

Από ΑΔΕ θα βρούμε την ταχύτητα του σημείου: 

2 2 2 2 2 2 2 21 1 1

2 2 2
ί ίm m x mu u u A                

ή 

3 , 0,1 1 3 1 2
( , ) 2 . 20 20 20 2 ( ) 2

4 10 4 10 2

x cm t sx cm
u x t t u

s

 
                   

δ. Θέσεις που είναι κοιλίες:  
4

2
Kx N cm


  

 

Το x πρέπει να βρίσκεται μεταξύ των τιμών 3cm και 9cm οπότε: 
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3 9
3 9 3 9 3 4 9

4 4
K Kx x N N            

Άρα 2 σημεία για Ν=1, Ν=2. 

 

 
4. ΑΔΜΕ και κύλιση χωρίς ολίσθηση 

Μια μικρή σφαίρα μάζας m=1kg, ακτίνας r=0,02m και ροπής αδράνειας ως προς άξονα που διέρχεται από το 

κέντρο μάζας της 
22

5
cmI mr , αφήνεται από το σημείο Α που βρίσκεται σε ύψος h=9m πάνω από το 

οριζόντιο επίπεδο, όπως φαίνεται στο σχήμα. 

5.  
Η σφαίρα κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει. Όταν η σφαίρα διέρχεται από το σημείο Β του οδηγού, το οποίο 

απέχει απόσταση R=2m από το οριζόντιο επίπεδο, να υπολογίσετε:  

α. Τη ροπή αδράνειας της σφαίρας ως προς άξονα που διέρχεται από το σημείο Β και είναι παράλληλος προς 

τον άξονα περιστροφής της.  

β. Το μέτρο της ταχύτητας του κέντρου μάζας της σφαίρας.  

γ. Το μέτρο της στροφορμής της σφαίρας ως προς τον άξονα περιστροφής της και η τροχιακή στροφορμή 

της ως προς το κέντρο του τεταρτοκυκλίου.  

δ.  Το  μέγιστο  ύψος  στο  οποίο  θα  φθάσει  το κέντρο μάζας της σφαίρας, από το σημείο Β.  

ε. Η δύναμη που ασκεί το δάπεδο στην σφαίρα ακριβώς πριν την εγκαταλείψει στο σημείο Β. 

Η αντίσταση του αέρα θεωρείται αμελητέα.  

Δίνεται η επιτάχυνση της βαρύτητας: g = 10m/s2.  

 
α. Η ροπή αδράνειας της σφαίρας είναι: 

2 2 2 2 2 2 4 22 7 7 28
1(2*10 ) 10 *

5 5 5 5
B cmI I mr mr mr mr kg m         

β. Από Α.Δ.Ε. (θεωρώ σημείο αναφοράς δυναμικής ενέργειας την θέση Β) 

2 2

, ,

1 1
( )

2 2
cm cmmg h R mu I            

Επειδή η κύλιση γίνεται χωρίς ολίσθηση cmu r  

Άρα:  

2

2 2 2

2

1 1 2 1 1
( ) ( ) ( )

2 2 5 2 5

cm
cm cm

u
mg h R mu mr mg h R u m m

r
        

( ) 100
7 10 /

7 7

10

cm

mg h R
u m s

m


    

γ. Η στροφορμή ως προς τον άξονα περιστροφής (που είναι το κέντρο μάζας του σώματος): 
2

22 2 2 4
10

5 5 100 50

cm
cm

u m
L I L mr kg

r s
      

Η τροχιακή στροφορμή είναι: 
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2

( ) 10(2 0,02) 19,8cm

m
L mu R r kg

s
      

δ. Στο μέγιστο ύψος η σφαίρα δεν έχει ucm. Από την στιγμή που χάνεται η επαφή με το δάπεδο δεν υπάρχει 

στατική τριβή για να επιταχύνει ή επιβραδύνει στροφικά το σώμα άρα η κινητική στροφική ενέργεια του 

σώματος παραμένει αμετάβλητη. Με διατήρηση ενέργειας λοιπόν(Πάλι στο Β →U=0J) : 

2 2 2

, , max

1 1 1
*0

2 2 2
MaxH cmmg mu I mgH I            

2
2

max max

1 100
5

2 2 20

cm
cm

u
mu mgH H m

g
      

ε. 

2
100

1,98

cm
K

mu
F N

R r
 


 

 

 

5. Κρούση - ΑΔΣ - Ταλάντωση 

Ράβδος μάζας Μ και μήκους L μπορεί να περιστρέφεται χωρίς τριβές 

γύρω από οριζόντιο άξονα Ο που διέρχεται από το άκρο Ο της 

ράβδου. Η ράβδος φέρεται στην οριζόντια θέση και αφήνεται να 

πέσει ελεύθερα. Όταν η ράβδος περνάει από την κατακόρυφο θέση 

συγκρούεται με σώμα μικρών διαστάσεων μάζας m, το οποίο στη 

συνέχεια κινείται χωρίς τριβές και συγκρούεται με οριζόντιο 

ελατήριο σταθεράς Κ, όπως στο σχήμα. Αμέσως μετά την κρούση η 

ράβδος ακινητοποιείται. Να υπολογίσετε: 

 Την γωνιακή ταχύτητα της ράβδου όταν βρίσκεται στη 

κατακόρυφο θέση. 

 Την ταχύτητα του σώματος m αμέσως μετά την κρούση 

με τη ράβδο. 

 Τη μέγιστη συσπείρωση του ελατηρίου. 

 Το χρονικό  διάστημα μέχρι το ελατήριο να ξαναβρεί για πρώτη φορά το φυσικό του μήκος. 

Δίνεται η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς τον άξονα που διέρχεται από το κέντρο Icm = 1/12 

ML2 και M = 3m. Το οριζόντιο επίπεδο να θεωρηθεί λείο. 
 

α. Σημείο μηδενικής δυναμικής ενέργειας η αρχική θέση του κέντρου μάζας της ράβδου. 

Η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς το άκρο της: 
2 2 2 21 1 1

( )
2 12 4 3

cm

L
M ML ML ML        

Α.Δ.Ε.:  
2 21 1

0
2 2 2 2

L L
Mg I I Mg             

2 21 1 3

2 3 2

L g
ML Mg

L
     

β. Εφόσον Στ=0 κατά την διάρκεια της επαφής των δύο σωμάτων σε όλη την διάρκεια της κρούσης η 

συνολική στροφορμή διατηρείται σταθερή. 

Α.Δ.Σ. :  
, ,

I
L L muL u

mL
 


          

2

3

1

3

3

M m

ML
ML

u u L
mL m




     
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γ. Λείο δάπεδο με την ταχύτητα uφθάνει το σώμα μάζας mστο ελατήριο το οποίο είναι στο φυσικό του 

μήκος.  

ΘΜΚΕ.: 
0 / 2

, ,

1

2

u m s

F B NW W W K K U U mu

     


         

Αρχικά το ελατήριο είναι στο φυσικό του μήκος άρα Uελ,αρχ=0J, άρα τελικά: 

2 2

max max

1 1 3 3

2 2

m m g Lmg
k l mu l u L

k k L k
         

δ. Αμέσως μετά την κρούση το σώμα εκτελεί Α.Α.Τ. για όσο είναι σε επαφή το σώμα με το ελατήριο.  

Πρέπει να υπολογίσουμε την σταθερά επαναφοράς της ταλάντωσης. 

Στην περίπτωση αυτή η θέση φυσικού μήκους του ελατηρίου συμπίπτει με την θέση ισορροπίας του. 

Σε τυχαία θέση (θετική φορά προς τα αριστερά)  :  F F kx      

Άρα εκτελεί ΑΑΤ με D=k. 

Το ελατήριο θα επανέλθει στο φυσικό του μήκους όταν ξαναπεράσει από την θέση ισορροπίας. Αυτό θα 

γίνει μετά από   
2

T m m
t

D k
      

 

 

 

 

 

6. Ράβδος – ΑΔΜΕ – Θεμελιώδης Νόμος Στροφικής 

Λεπτή  ομογενής  ράβδος  ΑΓ  μήκους  ℓ= 1,5 m και  μάζας  Μ  μπορεί  να στρέφεται  χωρίς  τριβή  γύρω  από  

οριζόντιο  άξονα  κάθετο  σε  αυτή,  ο  οποίος διέρχεται από σημείο Κ της ράβδου και απέχει από το άκρο Γ 

απόσταση d = ℓ /6 . Στο άκρο Γ τοποθετούμε σώμα μάζας m = 3,2 kg αμελητέων διαστάσεων και το σύστημα 

ισορροπεί με τη ράβδο σε οριζόντια θέση. 

 

Να υπολογίσετε:  

α.  τη μάζα Μ της ράβδου και το μέτρο της δύναμης που δέχεται η ράβδος από τον άξονα.  

β.  τη ροπή αδράνειας του συστήματος ράβδος - σώμα ως προς τον άξονα περιστροφής.  

Απομακρύνουμε το σώμα μάζας  m και τη στιγμή t = 0 αφήνουμε τη ράβδο ελεύθερη να περιστραφεί από την 

οριζόντια θέση. Να υπολογίσετε:  

γ.  το μέτρο της γωνιακής επιτάχυνσης της ράβδου τη στιγμή t = 0.  

δ.  το μέτρο της στροφορμής της ράβδου, όταν αυτή σχηματίζει με την αρχική της οριζόντια θέση γωνία φ  

( ημφ = 0,7 ) για πρώτη φορά.  

Δίνονται:  η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς άξονα που διέρχεται από το κέντρο μάζας της και είναι κάθετος 

στη ράβδο 

2

12

1
= MI cm

 και η επιτάχυνση της βαρύτητας: g = 10 m/s2. 

 

α. Εφόσον η ράβδος ισορροπεί θα πρέπει η συνισταμένη των δυνάμεων και των ροπών να είναι μηδενική. 

Θα πάρουμε το Στ=0 ως προς το σημείο Κ γιατί δεν γνωρίζουμε την δύναμη από την άρθρωση. 
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3
0 ( ) 0 ( )

6 2 6 6 6 6 6 3 6 3
m M m M

l l l l l l l l m M
W W W W mg Mg              

Άρα:   1,6
2

m
M Kg   

β. Για να βρω την ροπή αδράνειας πρέπει να κάνω Steinerγια την ράβδο και να προσθέσω και την ροπή 

λόγω της μάζας m. 
2 2

22 2 2 2 2 21 1 1 1
( ) ( )
2 6 6 12 9 36 12 9 18

m M

K cm K

l l l l l
I I M m Ml Ml m I Ml Ml M            

2 2 2 2 2 2 23 4 2 9 1 1 16 3 1 16 9
( ) 0,9

36 36 36 36 4 4 10 2 4 10 4
KI Ml Ml Ml Ml Ml Kgm         

 

γ. Απομακρύνεται η μάζα mάρα ξεκινάει η στροφική κίνηση. 

Την t=0sη ράβδος είναι οριζόντια, εφαρμόζουμε τον θεμελιώδη νόμο της στροφικής κίνησης. 

     

Η ροπή αδράνειας της ράβδου δεν είναι ίση με την ροπή που βρήκαμε στο (β) ερώτημα γιατί η μάζα m 

απομακρύνθηκε από την ράβδο. 

Άρα:  
2 2 2 2 2 21 1 3 4 7 16 9

( ) 0,7
2 6 12 9 36 36 36 10 4

cm

l l
I I M Ml Ml Ml Ml Kgm          

Τελικά:
2

3
8020,7 16 0,7 /

3 3 7

l
Mg a a r s               

 

 

δ. ΑΔΜΕ: (σημείο μηδενικής δυναμικής ενέργειας η οριζόντια-αρχική θέση της ράβδου). 

2 2 2

, ,

1 1 1 1
0 ( ) 0,7 16 0,7 0,7 4 /

2 6 2 3 2 2 2

l l l
E E g I g r s                     

Άρα τελικά η στροφορμή της ράβδου θα είναι ίση με 

2

0,7*4 2,8
m

L I Kg
s

    

 

7.Σε δοχείο υπάρχει ένα ρευστό σε ισορροπία. Ένα κυλινδρικό ομογενές σώμα μάζας Μ και μήκους 

Lισορροπεί όπως στο σχήμα. Βυθίζουμε το σώμα κατά μια απόσταση και το αφήνουμε. Να δείξουμε ότι 

εκτελεί Απλή Αρμονική ταλάντωση και να υπολογιστεί η σταθερά επαναφοράς της ταλάντωσης και η 

περίοδος.  

 
Στην Θέση Ισορροπίας: 

0 0atmF F W F       



 

ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ:   ΑΠΟΣΤΟΛΟΠΟΥΛΟΣ  ΚΩΣΤΑΣ  -  ΦΥΣΙΚΟΣ 

 

42 

Επειδή 
F

P F P A
A

    : 

atm atmF P A    και   ( )atm oF P g h A     

 

Άρα:  ( ) 0 0atm atm o oP A W P g h A W g h A               

 

Στην τυχαία θέση (έχει μετακινηθεί κατά x προς τα κάτω): 

[ ( )]atm atm atm oF F W F P A W P g h x A             

0oW g h A

atm atm oF P A W P A g h A g x A F g x A
      

                    

Άρα τελικά:  F g A x       όποτε είναι της μορφής F D x     

Άρα το σώμα εκτελεί απλή αρμονική ταλάντωση με D g A    

Η περίοδος της ταλάντωσης θα είναι: 2T
g A







 
 

 

8.Σε ένα σωλήνα σχήματος Uόπως φαίνεται στο σχήμα ισορροπεί ιδανικό ρευστό. Εκτρέπουμε το ρευστό 

κατά yπρος την μια φορά και το αφήνουμε. Να δείξουμε ότι εκτελεί Απλή Αρμονική Ταλάντωση και να 

βρεθεί το Dκαι η περίοδος ταλάντωσης. Να βρεθεί επίσης η ταχύτητα με την οποία θα κινείται το ρευστό 

κατά την διέλευση του από την θέση ισορροπίας του. 

 
 

Θεωρούμε την στήλη υγρού ύψους 2y στο αριστερό τμήμα του σωλήνα. Η στήλη αυτή δέχεται δύναμη 

atm atmF P A  με φορά προς τα κάτω λόγω της ατμοσφαιρικής πίεσης και 

atm atmF P A   με φορά προς τα πάνω λόγω της πίεσης που δέχεται το δεξιό 

τμήμα του ρευστού που βρίσκεται στο ίδιο ύψος με το κατώτερο σημείο της 
στήλης υγρού. 
Επίσης η στήλη δέχεται και την δύναμη του βάρους της. 
Άρα θεωρώντας θετική φορά την φορά προς τα πάνω (γιατί προς τα εκεί 
εκτράπηκε αρχικά): 

atm atmF P A m g P A m g         

Επειδή 2m V y         

2F g y       

Άρα η στήλη υγρού εκτελεί Απλή Αρμονική Ταλάντωση με 2D g    

Οπότε για την περίοδο της ταλάντωσης 

2
22 2 2

2 2 2

l
A

m V
T

g g g




  
  

  


  
     
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2
2

l
T

g
  

Χρησιμοποιήσαμε την συνολική μάζα του ρευστού γιατί ταλαντώνεται όλο το ρευστό και όχι μόνο η στήλη 

ύψους 2y. 

Για να υπολογίσουμε την ταχύτητα με την οποία κινείται το ρευστό όταν διέρχεται από την θέση ισορροπίας 

του θα εφαρμόσουμε διατήρηση ενέργειας ανάμεσα στην θέση που εκτράπηκε αρχικά και στην θέση 

ισορροπίας του. 

 
Η αρχική δυναμική ενέργεια θα είναι ίση με την δυναμική ενέργεια στήλης ύψους 2yη οποία βρίσκεται σε 

ύψος yαπό το σημείο μηδενικού ύψους, γιατί είναι ιδανικό το ρευστό και κατά συνέπεια ομοιόμορφα 

κατανεμημένο, οπότε η μέση τιμή του ύψους είναι y (επειδή 0 2h y  ). 

Δηλαδή 2U m g y V g y y A g y                 

 

Η τελική δυναμική ενέργεια θα είναι για δύο στήλες ύψους yη κάθε μία με την μέση τιμή του ύψους να είναι 

y/2. 

2 2

y y
U m g V g y A g y                

Α.Δ.Ε.: 
2 22 0E E A g y A g y               

2A g y      

Η κινητική ενέργεια αφορά όλο το ρευστό και όχι μόνο ένα τμήμα του ρευστού. 

2 2 21 2

2

g
A g y l u A g y u y

l
                 

9.Σε δοχείο υπάρχει ένα ρευστό σε ισορροπία. Ένα κυλινδρικό ομογενές σώμα μάζας Μ και μήκους 

Lισορροπεί όπως στο σχήμαμε το πάνω άκρο του να είναι προσαρμοσμένο σε κατακόρυφο ιδανικό ελατήριο 

σταθεράς κ. Βυθίζουμε το σώμα κατά μια απόσταση xκαι το αφήνουμε. Να δείξουμε ότι εκτελεί Απλή 

Αρμονική ταλάντωση και να υπολογιστεί η σταθερά επαναφοράς της ταλάντωσης και η περίοδος.  
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Στην Θέση Ισορροπίας: 

0 0atmF F F W F        

Επειδή 
F

P F P A
A

    : 

atm atmF P A    και   ( )atm oF P g h A     

 

Άρα:  ( ) 0 0atm o atm o o oP A x W P g h A W x g h A                     

 

Στην τυχαία θέση (έχει μετακινηθεί κατά x προς τα κάτω): 

( ) ( ) [ ( )]atm o atm o atm oF F x x W F P A x x W P g h x A                    

o oF x x W g A h g A x                   

( )F x g A x F g A x                  

Άρα τελικά:  ( )F g A x        όποτε είναι της μορφής F D x     

Άρα το σώμα εκτελεί απλή αρμονική ταλάντωση με D g A      

Η περίοδος της ταλάντωσης θα είναι: 2T
g A


 




  
 

 

 

 

 

 

 

 

 




